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1 — Graphes d’Erdos—Rényi

1.1 Définition et généralités

Le graphe d’Erdos—Rényi est un modele de graphe aléatoire sur I’ensemble ¢ (n) des
graphes simples, labellisés a n nceuds. Il s’agit donc d’une variable aléatoire sur un ensemble
fini. La cardinalité de ¢ (n) est calculé en comptant que chaque aréte peut étre présente ou non.

Puisqu’il y a (g) = @ arétes possibles, on a donc

|g(n)| _ 2n(n—1)/2.

Définition 1.1. Pour p € [0, 1], on notera G(n, p) € ¢ (n) un graphe aléatoire tiré dans
¢ (n) de la maniere suivante : chaque aréte est présente avec probabilité p indépendam-
ment les unes des autres.

Lemme 1.2. La loi de G(n, p) est donnée par

P(G(n, p) = H) = p"(1— p)""T" " H € F(n),

ou m est le nombre d’arétes de H.

Démonstration. On parcourt chaque aréte, qui par définition est dans le graphe avec probabilité
p etn’y est pas avec probabilité 1 — p. U

Corollaire 1.3. G(n, 1/2) est la mesure uniforme sur l’ensemble des graphes simples a
n sommets.

Démonstration. Pour p=1/2 on a donc

P(G(n,p) = H) — (1)"("_1)/ >
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Corollaire 1.4. Conditionné par son nombre d’arétes m, G(n, p) est uniformément
réparti sur ’ensemble des graphes de & (n) a m arétes.

Démonstration. Pour H € ¢ (n) avec m arétes, on a
n(n—1)
P(G(n,p) =H) _ prl—p) = "

P(G(n,p) = H | m arétes) = P (m arétes)

n(n—1)

ZHG%(n):m arétespm(l _p) 2

—m

Lemme 1.5. Pour toutv € V, £ (deg(v)) = Bin(n— 1, p). En particulier, E(deg(v)) =
(n—1)p.

Donc degré borné < p < A /n, régime particulierement riche ol le degré converge vers
une loi de Poisson de parametre A.

Questions typiques : plus long cycle, graphe hamiltonien, nombre chromatique, diametre,
connectivité, etc. Encore de nombreuses questions ouvertes ! Notamment les phénomenes de
transition de phase.

1.2 Méthode du premier et du second moment

Proposition 1.6. Si X > 0, alors

P(X = 0) <

Si X €N, alors
1-EX) <P(X =0).
En particulier, si (X,,) est une suite de variables aléatoires a valeurs dans N, alors :
e P(X,=0)—1siE(X,)—0;
e P(X, =0) = 0si E(X,) = et E(X?) ~ [E(X,)]%.

Démonstration. P(X > 1) <E(X) par Markov, et

E(X) = E(X:X > 0) < \/E(X?)P(X > 0)

par Cauchy-Schwarz. ]

1.2.1 Transition de phase pour I’existence de neeuds isolés

On dit qu’un neceud est isolé si son degré est nul, i.e., qu’il n’a pas de voisin.
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Proposition 1.7. Dans le régime p = clnn/n, on a

1 sic<l,

P(3 nceud isolé) — { _
0 sic>1.

Démonstration. En écrivant S =Y X; avec X; = 1 {deg(i) =0} on a P(3 nceud isolé) = 1 —
P(S = 0) et il faut donc montrer que P(S = 0) — 1 {c > 1}, et pour cela on va utiliser la
méthode du premier et du second moment. On a

E(S) =n(1—p)" ' ~n(l—p)" =nexp(nln(1 — p)) = nexp (—np+O(p*n)) ~n' .

Donc E(S) — 0 pour ¢ > 1, et donc P(S = 0) — 1 pour ¢ > 1 par la méthode du premier
moment. On suppose maintenant ¢ < 1, il suffit de montrer par la méthode du second moment
que E(S2) ~ [E(S)]?. On a

E(S%) = E(S) 4 n(n— 1)P(deg(1) = deg(2) = 0).

Puisque
P(deg(1) = deg(2) = 0) = (1 —p)*"~?
on a
n(n—1)P(deg(1) = deg(2) = 0) ~ n*(1 - p)*" ~ (E(S))?
ce qui donne le résultat. [

1.2.2 Transition de phase pour I’existence de neeuds de degré < 1

Dans la section précédente on a étudié I’existence de nceuds isolés, i.e., de degré 0. On
regarde maintenant le nombre de nceuds de degré < 1.

Proposition 1.8. Dans le régime

_ Inn+Inlnn+ w,
n

4

on a
1 siw, > —

P(3i:deg(i) < 1) —
(3i': deg(i) < 1) {O Si @, — +oo.

Démonstration. On définit maintenant S =Y}, 1 {deg(i) < 1} et il s’agit donc de montrer
que P(S=0) — 1 si @, = —co et P(S=0) — 0 si @, — +oo. Pour cela on utilise la méthode
du premier et du second moment. On a

E(S) — l’l((l _p>n71 —|—l’lp(1 _p)n72) ~ elnnfnp_i_eZlnnfanrlnp

Pour np = Inn+Inlnn+ @, on a donc

E(S) ~ eflnlnn+eZlnnflnnflnlnnfa)nJrlnlnnflnn
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et donc
0 siw,— +o
oo Sl W, = —oo

E(S) — {

On a donc bien P(S = 0) — 1 pour ®, — +oo. Pour @, — —eo, on étudie donc le second
moment. On a
E(S%) = E(S)+n(n— 1)P(deg(1) < 1,deg(2) < 1)

et
P(deg(1) = 0,deg(2) =0) = (1 —p)**~>
P(deg(1) =0,deg(2) = 1) = (1 —p)* ' (n—2)p(1—p)" >
P(1 ~2,deg(1) =deg(2) = 1) = p(1 —p)*~*
P(1 £ 2,deg(1) =deg(2) = 1) = (1—p)[(n—2)p(1—p)" )
et donc
E($%) = n(1 —p)"!
+n(n—1)(1-p)*~>
+n(n—1)(n—2)p(1—p)**
+n(n—1)p(1—p)>*
+n(n—1)(n—2)>p*(1—p)>"~>
On a
n(l1—p)"! 1 “3lnn—2Inlnn+2Inn—np
~ — n n n—n O
pr(1—p)> " wp(l-py ¢ -
_ _ \2n—3
nn—1)(1—p) N 1 0
np2(1— p)2n n2p?
_ _ _ 2n—4
nin—1)(n-2)p(1—py™= 1
ntp?(1—p)* np
o _ \2n—4
nin—1)p(l—p 1 0
nAp2(1— p)2n n2p
_ _ 9\2,,2 2n—5
n(n—1)(n—=2)"p~(1—p)™>
ntp2(1— p)2n
ce qui montre bien que E(S?) ~ (IES)? et donc P(S = 0) — 0 pour @, — —oo. O

1.2.3 Une transition de phase pour le diametre

Théoréme 1.9. Dans le régime p = c+/2Inn/n, on a

0 sic<l,
1 sic>1.

P(diam(G) <2) — {
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Démonstration. On dit qu’une aréte e = (i, j) est mauvaise si la distance entre i et j est > 2,
1.e., elle n’est pas dans le graphe et que ses extrémités n’ont pas de voisin en commun. Soit x,
I’indicatrice de si I’aréte est mauvaise :

xij=1{ifkjetVk:itkouk#j}

Alors le graphe est de diametre < 2 si et seulement si aucune aréte est mauvaise, et donc si
X=Y,x.ona
P(diam(G) <2) =P(X =0)

On va donc appliquer la méthode des premier et second moment. On a

2

_ ot
E(x) =(1=p)(1=p*)" 2 ~e ™ =n

et donc
n 2 1 5 52
E(X) = (2)(1—p)(1—p2)” ~ ot

Donc E(X) — 0 pour ¢ > 1 et don P(X = 0) = P(diam(G) < 2) — 1 pour ¢ > 1. On calcule
maintenant le second moment. Pour cela, il faut calculer E(x.x,/). On distingue trois cas.

1. si e et ¢ n’ont aucune extrémité en commun, alors x, et x., sont indépendantes, et donc
_ 2 . 9 n n—2 ’ A 4 .,
E(x.x,) = (E(x,))?. Puisqu’il ya (2)( ,~) couples d’arétes avec aucune extrémité en
commun, cela donne une contribution

(Z) (” g 2) [(1=p)(1 —pz)”—z]2 ~ in4_4cz;

2. sieeté ont deux extrémités en commun, i.e., e = €', alors E(x.x,/) = E(x,). Puisqu’il
ya (’;) couples d’arétes avec deux extrémités en commun, cela donne une contribution

n . _ 2n—2Nl 2-2c2.
(5)a=pa-pr et

3. sie et ¢ ont une extrémité en commun, disons e = (i, j) ete’ = (i, ') aveci # j, j # J
eti# j/, alors x.x, = 1 si et seulement si e et ' sont mauvaises, i.e. :

o les arétes (i, j) et (i, j') sont absentes, ce qui arrive avec probabilité (1 — p)?;

e pour tout k # i, j, j/, k n’est pas un voisin commun de i et j et n’est pas un voisin
commun de i et j/, i.e., soit k Liouk~i, ko jetk~ j, cequiarrive avec
probabilité 1 — p+ p(1 —p)> =1 —-2p> + p>.

Puisqu’il y a (’;)2(11 —2) couples d’arétes avec une extrémité en commun, cela donne
une contribution

(Z) 2(n—2)(1—p)? (1- 2p° —{—p3)n73 ~ nde 2Pt — A

Le terme dominant est donc le premier, qui est ~ [E(X)]?, et on peut donc appliquer la méthode
du second moment pour obtenir que P(X = 0) — 0 pour ¢ < 1. ]
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1.3 Premiere obstruction : exemple de la transition de phase pour la
connectivité

Le résultat suivant montre que la transition de phase pour la connectivité arrive au méme
moment que la transition de phase pour le nombre de nceuds isolés, ce qui constitue un exemple
du phénomene de premiere obstruction.

On pourrait montrer que la transition de phase pour I’existence de chemins hamiltoniens a

lieu dans le régime
_ Inn+Inlnn+ ,

n
et que donc, au vu de la Proposition 1.8, le phénomene de premiere obstruction a aussi lieu
pour I’existence de chemins hamiltoniens, cf. [2, Théoremes 8.9 et 8.11].

Théoréme 1.10. Dans le régime p = clnn/n, on a

0 sic<l,
1 sic>1.

P(G connecté) — {

7

En fait, un résultat beaucoup plus fin existe. Si on ajoute les arétes une par une, le moment
ot le dernier noeud isolé disparait correspond exactement (avec probabilité qui tend vers 1)
au moment ou le graphe devient connecté, cf. Théoreme 7.4 de Bollobas [2]. Par ailleurs, le
résultat suivant (admis) décrit le comportement asymptotique de la probabilité que G(n, p)
soit connecté pour ¢ = 1.

Théoréme 1.11. Si p = 1“"%, alors P(G connecté) — exp(—e ™).

Démonstration du Théoréme 1.10. On suppose ¢ < 1. Alors d’apres la Proposition 1.7 on a
P(G(n,p) connecté¢) < P(Anceud isolé) — 0.

On étudie maintenant le cas difficile ¢ > 1 : on sait qu’il n’y a pas de nceuds isolés, et on
veut montrer que cela implique que le graphe est connecté. L’idée est qu’il ne peut y avoir
deux composantes géantes. Si G n’est pas connecté, alors il existe A C V avec |A| =k <n/2
telle qu’il n’y a aucune arréte entre A et V \ A. On a donc

P(G non connecté) <P(JA CV : |A|<n/2 etpas d’aréteentre AetV\A )
n/2
< Z P(HJACV:|A|=k etpasd’aréteentre AetV\A)
k=1

S
~
\S)

S
~
\S}
7 N N

= S
N————
—~
—_—
<
~—
=
i
No

n

IA

)]P’(pas d’aréte entre {1,...,k} et {k+1,...,n})

~
I
bl

I
=z
~ |
NS N

IN
™

k

1
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ou I’on a utilisé In(1 —x) < —xet

(Z) < (ne/k)* (1.1)
pour la derniere inégalité. En effet,

(n):n(n—l)---(n—k+1) nk kk§<en>k,

<« v -
k kk—1)--1 k=%

Si ’on définit f(x) = x(1 —x) et g(x) = xIn(1/x), on a donc en utilisant p = clnn/n

n/2
P(G non connecté) < Z <n]j> g ¢f(k/mninn Zexp —cf(k/n)nlnn+ng(k/n)).
k=1

L’idée est que le terme en nlnn va dominer et donner un terme qui décroit suffisamment vite

vers 0. Le seul probléme est pour les valeurs de k/n petite. En effet, comme f est croissante

sur [0,1/2] et que supg = g(1/2) = 1/e, on a pour tout x € [g,1/2] que
—cf(x)nlnn+ng(x) < —cf(e)nlnn+ng(1/2)

ce qui donne

n/2
Z exp(—cf(k/n)nlnn+ng(k/n)) <nexp(—cf(e)nlnn+ng(1/2))
k=en
qui tend vers 0. Il reste donc a contrdler les autres termes pour k = 1,...,€n. Pour cela, on

réécrit la borne
En

5 (n_lj)ke_cf(k/n)nlnn _¥ (£>kexp(—(cf(k/n) —k/mnlnn).

k=1 k=1

Pour x — 0, on a f(x) ~ x et donc comme ¢ > 1, il existe & > 0 tel que cf(x) —x > ax pour
x < €:onaalors

"Z’f (f) —nlnna(ef(5)—k) o ( ) o—okInn %Z (g)k
A = n =i \k
qui tend bien vers 0. ]

1.4 Emergence de la composante géante

On s’intéresse maintenant au régime p = ¢/n, qui correspond au régime de 1’émergence
d’une composante géante, i.e., de taille o< n. On note dans la suite %} la k-iéme plus grande
composante connexe de G(n, p). Le résultat suivant (admis) décrit de maniere assez fine ce
qui se passe.

Théoréme 1.12. Soit 6 la k-iéme plus grande composante connexe de G(n,p). Dans
le régime np = A €]0,00], on a :

e 5siA < 1alors|%|/Inn LY (A—1—1nA)"!

e siA > lalors |6i|/n 51 — p avec p l'unique solution dans |0, 1] de x = *=1),
et il existe ¢ €)0,00[ avec P(|63| > clnn) — 0.
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Dans le cadre de ce cours, nous ne démontrerons que le résultat plus faible (mais plus
accessible) suivant. Il montre bien que dans le régime sous-critique, les composantes connexes
sont de taille au plus logarithmique, alors que dans le régime sur-critique, il y a au moins une
composante connexe de taille macroscopique.

Théoréme 1.13. Dans le régime np = A €]0,00[, on a
e si A <1, alors P(|61| > alnn) — 0 pour touta > 1/(A —1—1InA);
e si A > 1, alors il existe € > 0 tel que P(3 chemin de longueur > en) — 1.

1.4.1 Le régime sous-critique

On s’intéresse ici au régime sous-critique np = A < 1. L’idée est de faire un parcours en
largeur de la composante connexe

ALGORITHME 1.14 — Exploration de la composante connexe de v

To = v, v est vert et tous les autres noeuds sont blancs. Tant qu'il y a un nceud vert dans
T: :

e on prend la premiére feuille verte dans le parcours en profondeur, il devient bleu,
on rajoute toutes les arétes entre cette feuille et tous ses voisins dans le graphe
qui ne sont pas déja dans |'arbre, et ces voisins deviennent verts.

Lemme 1.15. Soit € la composante connexe dont fait partie v. L’Algorithme 1.14
renvoie un arbre couvrant de €, et si Vi désigne le nombre de neeuds verts a ’itération
k, alors

|€| =min{k >0:V, =0}. (1.2)

Si X; =V; —V;_1, dans le cas d’un graphe d’Erdos—Rényi on a par définition
Xi+1 | T; ~ Binom(n — |T;|, p).

En rajoutant des arétes fictives, on peut donc écrire V; <V, ot les incréments de V," sont i.i.d.
de loi commune binom(n, p). Cela revient a majorer la taille de la composante connexe par la
taille d’un arbre de Galton—Watson, et donc on obtient le résultat suivant.

Lemme 1.16. Si € est la composante connexe dont fait partie v, alors
P(|€] >z) <e ¥R

avec Y(A)=—In((n—1)p) +nln(1 —1/n) —nln(1 — p) +1In(1 — p).

Démonstration. On utilise la Proposition 2.9. Dans ce cas, la loi de reproduction est binom(n, p)
et donc

E(e%) = (pe® +1—p)"
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et donc
¢(6) = 6 —nIn(pe® +1—p)
et donc
'(9) =1 pe’ 0 @ —In(——2
= —_-_ nN— = = _—
4 pe +1—p (n—1)p
et donc

supg = In (ﬁ) —nlnCl:’fH—p) —In (ﬁ) “nln (%) .

On obtient alors directement la preuve du Théoreme 1.13 dans la cas sous-critique.

Démonstration du Théoréme 1.13 dans le cas A < 1. Si € [v] dénote la composante connexe
dev,ona
P (|| > alnn) =P (Iv: |€[v]| > alnn)

et donc la borne de I’union donne
P(|€1| > alnn) <nP(|€[1]| > alnn)
et donc le lemme précédent donne
P(|%1| > alnn) < nexp(—aylnn)

qui tend vers O pour ay > 1, ce qui donne le résultat puisque ¥ — A — 1 —InA. O

1.4.2 Le régime sur-critique
Autre exploration de la composante connexe

On pourrait étudier le régime sur-critique en comparant a nouveau la composante connexe
de v a un arbre de Galton—Watson, I’intuition étant que le cas A > 1 correspond a un arbre
de Galton—Watson sur-critique, et donc infini avec probabilité > 0. Moralement, si I’arbre de
Galton—Watson correspondant a v est infini, alors v va faire partie d’une composante connexe
de taille macroscopique et cela explique la constante 1 — p qui apparait dans le Théoreme 1.12 :
cette constante est la probabilité (et donc la proportion de nceuds) que v génere un arbre de
Galton—Watson infini. Néanmoins, formaliser cet argument est tres subtil, cf. [6]. A la place,
nous suivrons I’approche de [5] qui repose sur une autre exploration de la composante connexe
d’un nceud. La différence principale est qu’on découvre les voisins un par un, au lieu de “en
paquet” comme dans 1’ Algorithme 1.14.

A chaque étape de cet algorithme, on a une partition N;,A;,I; de I’ensemble des nceuds :

e N = {nceuds neutres} ;
e A = {nceuds actifs}, c’est une pile — s(A) = sommet de A, i.e., dernier nceud ajouté;
e [ = {nceuds inactifs}.

Tous les nceuds commencent neutres, et I’exploration en profondeur transforment les
nceuds : neutres — actifs — inactifs. On suppose que les nceuds sont ordonnés.
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ALGORITHME 1.17 — Autre exploration de la composante connexe de v
(1) t=0,A40=I=0,No=V;
(2) sil, 2V :
(21) siA; =0 : Ny =N\ {min(N,) },A;1 = {min(N;)}, t =1+ 1 — (2);
(2.2) sinon :
(2.2.1) si N; =0, on passe successivement tous les nceuds de A dans I;

(2.2.2) sinon, soit v=min(N,) : si (s(A;),v) €E, Nyy1 =N\ {v},Ar41 =AU
{v}ht=t+1 —(2.2);

(2.2.3) sinon, v = suivant(v,s(A;),N;), i.e., le nceud suivant v dans N, qui n'a
pas encore été exploré par s(A;) si N, #0, t =t+1 — (2.2.1);

(2.2.4) sion est arrivés a la fin de la liste, A, 11 = A\ {s(A)) }, L1 =LU{s(A;)};

(3) explorer les arétes non explorées.

Lemme 1.18. Pour tout t > 0, il existe un chemin C tel que A; C C.

Démonstration. Récurrence : induction ok quand on enleve un nceud, mais aussi quand on en
ajoute un. [

On voit I’étape 2.2.1 comme poser une question, et on définit X; = 1 si la réponse a la
i-ieme question est oui et 0 sinon. On définit alors O, le nombre de questions posées jusqu’a
I’instant ¢.

Proposition 1.19. Le graphe de départ est G(n, p) si et seulement si les (X;) sont i.i.d.
~ Be(p).

Démonstration. Dans les deux cas, chaque aréte est questionnée une unique fois et est déclarée
présente avec proba p. [

Intérét : on transforme un probleme avec de la géométrie en un probleme sur une suite de
variables aléatoires i.i.d..

Lemme 1.20. Pour toutt > 0 on a |L||N;| <t. ]

Démonstration. Soit v € I, : nécessairement, toutes les paires (v,w) avec w € N; ont été ques-
tionnées (et ont déclaré étre absentes). Il y a |;|| V| telles paires, et chacune a nécessairement
été questionné une fois, ce qui a pris une unité de temps a chaque fois. [

[ Lemme 1.21. Pour toutt >0ona |A;| <1+ Y}, X;. ]
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Démonstration. On distingue les noeuds qui deviennent actifs suite a une question (verts)
des nceuds qui deviennent actifs car ils commencent I’exploration d’une composante (bleus).
Le nombre de verts est borné par le nombre de réponses positives a I'instant 7, a savoir
Zkgél X;, et le nombre de bleus vaut un (c’est le nceud tout en bas de la pile) : cela donne

|AI|SI+Z](Q;1Xk§1+Z§¢:1Xk ]

Lemme 1.22. Pour toutt > 0 on a |A;| + L] > ¥} Xk

Démonstration. On remarque que

QO
A, UL| > Z Xj + # composantes connexes dont I’exploration a commencé avant ¢.
k=1

En effet, si le membre de droite augmente, le membre de gauche aussi, et le membre de
gauche ne peut décroitre. En outre, le nombre de composantes connexes dont I’exploration a
commencé avant 7 est donné parr — Q; > Y Xy — ):,g;l X ce qui donne le résultat. O]

Application au cas sur-critique

Lemme 1.23. T = en?/2 : si [Y 1 X; — m| < n*3 alors |Ar| > €*n/5.

&(

Démonstration. On suppose que |ZiT:l Xi— 1+£)”| < n?/3 et on montre par I’absurde que

’AT’ > 821’1/5.

On montre d’abord que |I7| < n/3. En utilisant les lemmes 1.20 et 1.21 il vient pour tout
t<T

T>t
> |1 |Ny|
= |Ii|(n =[] = |Ad])

T
> [b|(n— k] - ) X;i— 1)
k=1

> |l (n— |1 —=1—

)

g(l+e
%_nz/z

et donc pour € suffisamment petit et toutt < T,

2
E
hl2n/3= 1) <T ==~

ce qui implique |Ir| < n/3 car sinon, il existeraitt < T avec |[;| = n/3.
Supposons donc |Ar| < €2n/5 : le lemme 1.22 donne

e(l+e g2 € 3¢?
u_nz/s_?n:_n_nz/s 3en

T
Ir| > Y X, — |Ar| > .
7| > Y X, —|Ar] > 5 0

k=1
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Donc

en?
- = T > |Ir||Nr| = |Ir| (n—|Ar| = |Ir|)

et puisque |I7| <n/3 < (n—|Ar|)/2 etx+— x(n—|Ar|—x) est croissante sur [0, (n— |Ar]|) /2],

on obtient
2 2 2 2
en En o3 3€n €n en o3 3€n
DA SO = _o (= =
2—(2 " +10)<” 5 (2 "o
_(Er 3NN (€ en o
2 10 2 2
2 13
= % + <_4_1 + E) e2n* +0(e3)n* 4+ o(n?).
Comme 1/4 > 3/10, on obtient une contradiction. O

Lemme 1.24. P(|Y", X; — W\ <n?P) 51, avece=A —1.

Démonstration. Bienaymé-Tchebycheyv. ]

1.4.3 Une autre preuve du cas sous-critique

On peut utiliser cette autre exploration de la composante connexe pour prouver le résultat
suivant d’une autre maniere que via une comparaison avec Galton—Watson.

Proposition 1.25. Si A > 1, alors il existe ¢ > 0 tel que P(|61| > €lnn) — 0.

Pour cela on a besoin du résultat supplémentaire suivant.

Lemme 1.26. Soit ¢ explorée entre t et t', et pour s € [t,1']
E;={(vyw)€V?:vouwecA;U(I;NE) et (v,w) aété questionnée}.

Alors pour toutt < s <t',onas—t=|E.

7

Démonstration. Tant qu’on explore une composante connexe, on pose toujours une question
a une paire dont I’une des extrémités est soit active, soit inactive, et cette extrémité le reste
pour toujours (soit active, soit inactive). ]

Ainsi que du résultat suivant.

Lemme 1.27. Pour tout 0 < a < 1 on a P(Bin(n,p) > (1 +a)np) < oa2np/3.

Lemme 1.28. Si |61| > 7Inn/&? alors il existe i avec Z;:’?’ Xj >k
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Démonstration. Soit ¢ une composante connexe de G de taille > k, ¢ I’instant ou son explo-
ration a commencé, ¢’ le k+1-iéme instant ol un neeud de % devient actif, I’ = I,_{ NE et
A" =A,_;. Alors |I'UA’| = k et donc I’algorithme a eu k réponses positives entre ¢ et ' : il
reste & montrer que t' — ¢ < kn. Le lemme 1.26 donne

' —t =|Ey|
SH(V,W)GVZZVOU.WEA/UI/H
A'Ur
g(' 5 ‘)+ ' UA'|(n—|I'UA"|)

-~

— arétes avec une seule extrémité dans I’ UA’
arétes internes

k(k—1
= ( ) +k(n—k)
2
< kn.
[
Lemme 1.29. P(Ji : ZS.J;IE”Xj > k) — 0.
Démonstration. On a
P(intervalle de longueur kn contenant au moins k un) < n’P(Bin(kn, p) > k)
En utilisant le lemme on obtient
. 1 1 2 ——I _Inn
P(Bin(kn,p) > k) <exp| —= | ——1] knp | =e 39
3 \np
qui donne finalement
Tlnn 7
]P)<|(gl| Z 82 ) SCXP (—mlnn+2lnn) — 0.
parce que € a été choisi de telle sorte que ﬁ > 2. ]

1.4.4 Existence de chemins arbitrairement longs

On peut utiliser 1’ Algorithme 1.17 pour prouver I’existence de chemins arbitrairement
longs.

Lemme 1.30. Soit k < n entiers et G = (V,E) avec n neeuds tel que tous S, T disjoints
avec |S|, |T| = k ont au moins une aréte entre S et T. Alors G contient un chemin de
longueur n — 2k + 1.

Démonstration. DFS : on considére ¢ ou |I| = |N|. Par construction, ils n’ont pas d’arétes et
donc, par hypothese sur le graphe, |I|< k— 1 etdonc |A| =n— |I|—|N| > n—2k+2. O
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Théoréme 1.31. Pour tout € > 0 suffisamment petit, il existe C tel que si G ~ G(n, p)
avec p = C/n, alors P(G contient un chemin de longueur > (1 —¢€)n) — 1.

Démonstration. Soit k = en /2 : il suffit de montrer que pour tout A, B disjoints avec |A| =
|B| = k ils ont au moins une aréte en commun. Pour A et B disjoints et fixés de taille &, la

ek v . A 2
probabilité qu’ils n’aient pas d’arétes en commun est = (1 — p) et donc

2 2%
P(pour tout A, B ...) < <Z) (1 —p)k2 < <%) e Pk

en utilisant (1.1). [

1.5 Exposition multiple

Proposition 1.32 (Exposition multiple/arrosage). Si G; ~ G(n, p;) alors G{ UGy ~
G(n,q) avec g =1—(1—p1)(1—p2).

Cela permet de montrer des propriétés de monotonie évidentes.

Lemme 1.33. La fonction P(G(n,p) est connecté) est croissante en p.

Cette technique permet aussi de montrer des résultats plus fins. Par exemple, une fois que
1’on sait que 1’on a un chemin grace au Théoréme 1.13, on peut montrer qu’il y a en fait un
cycle.

Lemme 1.34. On suppose np = A avec A > 1. Soit € la constante qui apparait dans le
Théoréme 1.13. Alors P(3 cycle de longueur > en) — 1.

Démonstration. On utilise I’arrosage multiple et on écrit 1 — p = (1 — p;)(1 — py) avec
p2 = €/(2n) sibien que p; > (1+€/2)/n et donc G| contient avec grande proba un chemin
de longueur o< n. On conclut en utilisant le fait que

P(G, contient une aréte entre les n?/3 premiers et derniers nceuds de P) — 1.

. 43 . . Ao s [y
En effet, 1 moins cette proba est < (1 — p;)”" / puisqu’il y a n*/3 arétes a considérer (et que
les nceuds du chemin sont indépendants de I’ arrosage). O]



2 — Arbres de Galton—Watson

2.1 Arbres discrets

Un arbre discret est un arbre enraciné et plongé dans le plan, si bien qu’il y a une notion
de droite et de gauche. Formellement, il est défini de la maniere suivante. On note % =
{0} UU,>1 (N*)" I’ensemble des individus, i.e., les suites finies d’entiers, avec 0 la racine.
Pour un individu # € % on note |u| € N sa génération, i.e., I"unique entier n tel que u € (N*)",
avec [u| =0siu=0.

Définition 2.1. (Notation de Neveu—Ulam—Harris) Un arbre discret ¢ est un sous-
ensemble de % (i.e., un ensemble d’individus), tel que :

1. 0 et
2. (ul,...,un)Gt:>(u1,...,un_1) et

3. pour tout u = (uy,...,u,) €1, il existe IN, (¢) € N tel que (uy,...,un,k) €1 <
ke{l,...,N,(¢)} (avec {1,...,N,(t)} = 0 pour N,(t) =0).

On note .7 = {arbres discrets} 1’ensemble des arbres discrets.

Cette définition autorise les arbres discrets infinis. Par ailleurs, on note d’emblée que
I’ensemble .7 n’est pas dénombrable, ce qui pose en théorie des difficultés de mesurabilité,
que I’on passera allegrement sous le tapis dans le cadre de ce cours. On aura besoin de plusieurs
fonctionnelles définies sur les arbres. Pour 7 € .7 et n > 0, on considérera notamment :

o |t| € N*U{eo} la taille de I’arbre 7 :

|t| = Z 1{uect};

ucw
o ¢ |,€ J I'arbre ¢ tronqué au niveau n :
tlh={uect:|u <n};
e Z,(t) € Nle nombre d’individus a la génération n dans I’arbre 7 :

Zy(t) =Y 1 {Ju| =n};

uct
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e h(t) € N*U{eo} la hauteur de I’arbre ¢ :
h(t) =inf{n > 1:Z,(t) =0} € N*U{eo};
e 0,(t)€ I l'arbre enraciné au €t :
0.(t) ={veW :uvet}.

On a en particulier A(t |,) <n+1.

Lemme 2.2. On a

u€t,|u|<n

On présente deux preuves. La premiere preuve, directe et plus simple, et une deuxieme
preuve par récurrence, plus compliquée mais qui permet de se familiariser avec les techniques
que I’on utilisera par la suite.

Démonstration directe. On a

n—1
Y Wu-D=3) Y} Ou)-1)

uet,Jul<n i=0 uet,|u|=i

et puisque
Z N l+1( )
u€t,|u|=i

on obtient

Y | Z Y (Zin()=2z)

uEt,|u|<n i=0 uet,|u|=i

ce qui donne le résultat puisque Zy(¢) = 1. O

Démonstration par récurrence. Pour n = 1 la propriété est vraie, et pour n > 2 on a

Y, V@) -1 =Ng(r) =1+ Y (Nu(t)-1)

uet,Jul<n uct, 1<lu|<n

—z0-1+ Y Y (e -1)

uct |u|—1v€9u( ) \v\<n 1

=Zit)-1+ Y, ( ))—1)

uet,|u|=1

=Zi(t) = 1+ Z,(6u(1)) — Z1 (1)
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2.2 Arbres de Galton—Watson

2.2.1 Propriétés de base

Un arbre de Galton—Watson est un arbre discret aléatoire : ¢’est donc une variable aléatoire
dans I’ensemble .7. On rappelle que cet ensemble n’est pas dénombrable, mais on passera
sous silences les subtilités de mesurabilité que cela engendre. Un arbre de Galton—Watson
est caractérisée par une loi de reproduction que 1’on identifiera avec la loi d’une variable
aléatoire &. On définit un arbre de Galton—Watson par la propriété de branchement suivante.

Définition 2.3 (Arbre de Galton—Watson). T variable aléatoire a valeurs dans .7 est un
arbre de Galton—Watson de loi de reproduction & si :

1. Z(T) est distribué selon & ;

2. conditionnellement a Z(T), 6,(T), ..., 6;(T) sont i.i.d. et suivent la méme loi
que T.

De maniere plus formelle, 7" est un arbre de Galton—Watson si et seulement si pour tout
k>0ettoutAy,...,Ay C 7 mesurables, on a

P(Zl =k, 0; € Ai) = P(é = k) ﬁP(T S Ai)
i=1

avec la convention [T*_, P(T € A;) = 1 pour k = 0.

Attention : T peut €tre infini c’est la raison pour laquelle on considere des ensembles
généraux A;. En effet, de méme que pour une variable absolument continue X on a P(X =x) =
0,icionaP(T =t) =0 pourt € .7 infini. Le résultat suivant, qui décrit la loi d’un arbre de
Galton—Watson, est plus proche de I’intuition, qui nous dit qu'un arbre de Galton—Watson est
tel que les nombres d’enfants sont des variables i.i.d. distribuées selon la loi de reproduction.
Comme T peut a priori étre infini, on considere dans le résultat suivant la loi de 1’arbre tronqué.

Proposition 2.4. Si T est un arbre de Galton—Watson de loi de reproduction &, alors
pour toutt € 7 etn>0ona

P(T |.=1)= [] P(&=nN.0)).

uet,|ul<n

Démonstration. Par récurrence :

P(T \nzt)ZP(N@(T)—Nw() Ou(T) [n-1= 0u(t) [n-1,u €1,[u| = 1)
2:: N(Z) H P T|n 1= u(t) |n71)

uct,|lu|=1

—PE=M0) [ [I PE=N0)

uct,|u|=1veob,(t)|n-1
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Lemme 2.5. Si T est un arbre de Galton—-Watson de loi de reproduction &, alors
E(Z.(T)) = (ES)".

Démonstration. Par récurrence :
E(Z,11(T)) =E ( ) Zn(GM(T))) =E(&)E(Z,(T))
ueT:|ul=1

avec la deuxieme égalité qui vient de la définition d’un arbre de Galton—Watson. ]

2.2.2 Transition de phase pour la probabilité d’extinction

On s’intéresse a la probabilité d’extinction de 7', i.e., la probabilité que T soit fini que 1’on
note ¢ = P(|T| < o). On va prouver le résultat de transition de phase suivant.

Théoréme 2.6. SiE(§) <1 etP(§ =0) >0, alors g = 1. Sinon, g < 1.

On a la classification suivante :
Cas sous-critique : EE < 1;
Cas critique : EE =1;

Cas sur-critique : EE > 1.

Ce résultat est en fait un corollaire du résultat suivant. Dans la suite on note ¢, = P(h <
n) = P(Z, = 0) la probabilité que T survive jusqu’a la génération n. Par monotonie, on a
gn T ¢ =P(h < ). Dans la suite, on note ¢ la fonction génératrice de & : ¢ (s) = E(s) pour
s € [0,1].

Théoréme 2.7. On a q,+1 = ¢(qn). En particulier, q est le plus petit point fixe de ¢
dans [0,1].

Démonstration. La propriété de branchement donne g, 11 = ¢(g,) et don g est bien un point
fixe de ¢. Par ailleurs, on a ¢'(x) = E(EsS~ ") et ¢”(x) = E(E(E —1)s52) et donc ¢ est
convexe. En outre, ¢(0) =P(E =0), ¢(1) =1 et ¢’(1) = m et donc si ¢'(0) < 1 alors on a
équivalence entre EE > 1 et I’existence d’un point fixe < 1. Puisque go =0 et g1 = ¢(qn),
q est en effet le plus petit point fixe de ¢ dans ce cas. En effet, si g est le plus petit point
fixe, g, < g implique g, 1 = ¢(g,) < ¢(q) = g et donc ¢ < g. Puisque ¢'(0) =P(€ = 1) on
obtient le résultat. - B [

2.2.3 Taille de ’arbre dans la cas sous-critique

On utilise les notations de 1’algorithme 1.14. On a le résultat fondamental suivant lorsque
I’on explore un arbre de Galton—Watson.
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Lemme 2.8. Si T est un arbre de Galton—Watson, alors V est une marche aléatoire, i.e.,
les incréments V; 1 —V, sont i.i.d. et suivent la loi de reproduction &.

Ce résultat nous permet de montrer le résultat suivant.

Proposition 2.9. Si T est un arbre de Galton—Watson de loi de reproduction & sous-
critique, alors

PﬂT\>z>§ema(—mgp¢an)

avec @(0) = 6 —InE(e%).

Démonstration. Puisque la composante connexe de la racine est I’arbre tout entier, on a
d’apres (1.2)

P(|T| > z) =P(Vp,...,V. > 0) <P(V, > 0) < E[?(¢~D]? = exp (—ze +z1nE(e95)) .

[]

2.3 Loi de ’arbre conditionné a I’extinction

Théoréme 2.10. Soit T un arbre de Galton—Watson de loi de reproduction &. Alors T
conditionné a s’éteindre est égal en distribution a un arbre de Galton—Watson de loi de
reproduction &* donnée par

P(E* =k) = ¢ 'P(E =k), ke N.

Démonstration. Soitt € .7 un arbre fini. Alors

1
P(T =1 | 7] < o) =

La propriété de branchement implique P(|T| < oo | T |,=t) = ¢%() et donc la Proposition 2.4
donne
P(T =1 ||T] <o) =g#®" ] P& =Nu(1)).

u€t,|u|<n

On obtient donc le résultat grace au Lemme 2.2. L

REMARQUE 2.11n vérifie facilement que I’on a bien défini une loi :

Zf1M§=@=éM@=L

k>0

Par ailleurs, on doit avoir E(£*) puisque 1’arbre de Galton—Watson de loi de reproduction &*
s’éteint presque stirement, par construction, ce que I’on vérifie facilement aussi :

E(E") =Y k¢ 'P(§ = k) =E(&q> ") = ¢'(q).

k>0
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On vérifie sur un dessin que nécessairement ¢’(g) < 1 par convexité, ce qui donne bien le
résultat. |

EXEMPLE 2.12 (Loi de Poisson). Quand & suit une loi de Poisson de parametre A, alors

e e A

P(E" =) = ¢ 'P(E =) = ¢t ;

et I’on reconnait la loi de Poisson de parametre gA = i, solution de pe ™ = Ae=* avec
U <1< A.Dans ce cas (A, ) est appelé une paire conjuguée. [ |

2.4 Décomposition en épine de I’arbre conditionné a survivre
2.4.1 Survie a I’'instant n

On suit la présentation de [4]. Pour r € .7 et n > 0 on définit R, (1) € N, U {eo} le rang
du premier enfant (dans 1’ordre lexicographique, i.e., le plus a gauche) de la racine qui a un
descendant a la générationn+1 :

Ry1(t) =min{l <i<Z(t):Z,(6,(2)) > 0}

avec la convention min () = co.

Théoréme 2.13. Soit 1 < j < k < o. Conditionnellement a {R,+1 = j,Z) =k}, les
sous-arbres (0;,i = 1,... k) sont indépendants avec

LT Z,=0) 1<i<j—1,
L6 |Rus1=J,Z1r=k) = L(T|Z,>0) i=], 2.1)
2(T) j+1<i<k.

La distribution jointe de R, | et Z| conditionnellement a Z,, 11 > 0 est

. o . 1—
Pmﬁlzba:wyaﬁ>4»:%%1@@:k)wch=y—f%. 2.2)
——

Démonstration. Soit

{te T :Z,(t) =0} sil<i<j,
Ai={te 7:Z,(t) >0} sii=,
T si j<i<k.

Alors

P(R,H_l =j,Z :k) :P(Zl =k,01€Aq,...,6 EAk)
k

=PE =Kk ]]P(T €A)

i=1
=P =K)ai (1 - an)
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et puisque

1 :
——P(Ry+1 = j,Z) =k)

IP)(Rn—i-l:jazl:k|Zn—H>O):1 Gnil
— Gt

on obtient bien (2.2). De plus, pour AiC T,ona

P(6, EAl,...,Qk GAk | Rpv1 = J,Z1 = k)
P(6, EAI,...,Gk EAk,R,H_l =Jj,Z1 =k)
P(Rut1=Jj,Z1 = k)
P61 €Al,...,00€A},Z =k)
P(Ryy1 = Jj,Z1 =k)

avec Al = A;NA;. Cela donne

. - 1 k
P(6) €Ay,.... 0 € Ax | Ry = j,Z1 = k) = ——— [[P(T € 4))
(I=gn)gn =1
et puisque
P(T €A; | Z,=0)qn si 1 <i<j,
P(T € A) = P(T €Ai|Z,>0)(1—gn) sii=],
P(T € A)) sij<i<k,
on obtient

P(6y €Ay,...,600 € Ag | Rug1 = j,Z1 = k)
j—1 k
=[[P(T €Ai|Z,=0)xP(T €4;|Z,>0)x [[ B(T €A))
1 i=j+1

i

ce qui prouve le résultat. L

Soit (V,41,Y4+1), n > 0, une suite de variables aléatoires indépendantes avec la loi (2.2) :
. i—1
]P(Vn—f—l =, Y1 =k | Zpy1 > 0) = Cnpk%
et soit Ty un arbre de Galton-Watson indépendant. On construit de maniere récursive ﬁl+1 de
la maniere suivante :
1. la premiere génération de TH restY,i1;

2. on prend T, le sous-arbre enraciné par le V,,, 1-eme enfant de la premicre génération de
Thy1s

3. les V11 — 1 fréres a la gauche de I’enfant distingué forment des arbres de Galton—Watson
conditionnés a mourir a la génération n;

4. les Y, 11 — V41 freéres a la droite de I’enfant distingué donnent naissance a des arbres de
Galton—Watson non conditionnés.

Théoréme 2.14. Z(T,) = L(T | Z, > 0).

Démonstration. Par récurrence. ]
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2.4.2 Survie a n = « dans le cas sur-critique

On décrit maintenant 1’arbre sur-critique (i.e., on suppose que E(&)m > 1) conditionné a
la survie.

Proposition 2.15. Conditionnellement a h(T') = o, soit T le sous-arbre de T consistant

des neeuds avec une lignée infinie. Alors T est un arbre de Galton—Watson de loi de
reproduction & de fonction génératrice

o(s) = ¢((1 —f)_S;FCI)—q.

Démonstration. En admettant que Z(T,,) — Z(T) et L(T | Z, > 0) — L(T | h(T) = o)
(en un certain sens), il suit du Théoréme 2.14 que conditionnellement a 4(7T') = oo, T peut étre
décrit comme suit :

1. on tire

P(Veo = j, Y =k) = prg’ 1,1 < j <k < oo,

2. laracine a Y., enfants;

3. les V. — 1 premiers enfants génerent un arbre de Galton—Watson de loi de reproduction

&
4. V’enfant V., génére un arbre de Galton—Watson de 1oi 7 | A(T) = oo}

5. les Yo — V.. enfants restants génerent des arbres de loi 7.

Il suit de cette description de 7 que T est en effet un arbre de Galton—Watson, et que la
fonction génératrice de sa loi de reproduction est donnée par

Yoo
Noo =1+ Z 1 {6 estinfini}.
k=Veot 1

Nous n’avons donc qu’a montrer que E(s"¥) = ¢ (s). Soit B des variables aléatoire i.i.d. de
Bernoulli, indépendantes de A., = Yo, — Vo €t avec parametre 1 — g : 1a propriété de branchement
implique alors que

B (") =B (s R0 ) = sB(x) with v = (1-g)s+q
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et par ailleurs,

E(SN"") =5 Z XOP (A = 6)

6>0

=5 Y XY P(Vo=k—8Yu=k)

6>0 k>1

Y Y g

6>0 k>6+1

SZ—E $E>841)
5>04

= E z;—gqfn{asa—l}>

4 \5>0
S &l
=-E q52<x/q>5>
=0
_se qgl—(x/4)§>

q 1-x/q
- L)

ce qui donne le résultat puisque E(¢%) = ¢. O

2.4.3 Survie a n = « dans le cas sous-critique

Préliminaires : distribution biaisée par la taille

Lemme 2.16. Soit G un graphe a n nceeuds de suite de degrés (d;,i = 1,...,n). Soit D
la loi du degré d’un neeud tiré uniformément au hasard et D* la loi du degré d’un neeud
choisi uniformément au hasard parmi les extrémités d’une aréte tirée uniformément au
hasard. Alors

kP(D = k)
P(D*=k)= ————~
Démonstration. On a
1
P(D Z]l{d =k} et E(D)=-) d,.
VGV n v

Puisque #arétes = %):V dy, on a par ailleurs

P(D* =k) = 1—— ZZ ]l{d _k}_ Z]l{d =k}Y = P(D =k)

2 Zv V ecE uEe ueV esu
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Un autre exemple ou les distributions biaisées arrivent est le suivant. On considere T tables,
Ny, tables ont k individus. On choisit une table uniformément au hasard, et on note X le nombre
d’individus a cette table. Une autre maniere de faire est de choisir une personne au hasard et
de noter X* le nombre de gens a sa table. On a alors

P(X* = k) = #personnes a la table k

oc k X #tables de k o< kP(X = k).
#personnes

Arbre sous-critique conditionné a survivre

Théoreme 2.17. SiEE <1 et P(§ = 1)1 < 1, si bien que g, — 1, alors

— 1
———— > EE& et en particulier, —log(1—q,) — logEE.
n

Démonstration. On a vu que g, 41 = E(C[S) et donc

L= gnp1 =E(1—(1—(1—gn))%)

1.e.,
1- 1—(1—x)*
if%EZEUU—%éba%Cﬂ&@z——L——L

Donc f(x,k) — k lorsque x — 0 et donc par domination, on obtient q"“ —E(&). O

Contrairement au cas sur-critique, on ne peut pas directement conditionner un arbre de
Galton—Watson sous-critique a survivre. Pour donner un sens a ce conditionnement dégénéré,
on conditionne 1’arbre a survivre a I'instant n et on fait tendre n — oo. Dans la théorie des
processus de Markov, cela revient a considérer le Q-processus.

Dans la suite on considere la loi de reproduction biaisée par la taille :

P(E =k) = %;k).

Définition 2.18. T est I’arbre biaisé par la taille : Z, (T) est distribué selon 5 et condi-
tionnellement 2 Z;(T) =k :

1. on tire U uniformément au hasard dans {1,...,k};
2. les arbres 6; sont indépendants ;

3. 6; pour i # U est distribué selon T';

4

. Oy est distribué selon T.

Lemme 2.19. On a

P (T |m:t)

SI'“

k ~
Z I;[ (T In-1= 8D P (T n-1=6;(0))
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Théoreme 2.20. Sim < 1, alors T conditionné par Z,, > 0 converge faiblement lorsque
n — oo vers l’arbre biaisé par la taille. Techniquement, cela veut dire que pour tout
m>0ett €T avec Z,(t) =0, ona

P(T |m:t]Zn>O)—>]P’<f|m:t>.

Démonstration. On a vu que ¢, — 1/m et donc

k  kpr 1
P(Vos1 = j,Yos1 =k | Zut1 > 0) = cuprq)” Loy Pk _ TPk 2
m m k

On procede par récurrence sur m. Pour m =1 on a

k ~
P(T [1=1|Zy > 0) = P(No(T) = No(7) | Zy > 0) chq k—>£=P<T\1:t>.

Pourm > 2 :

P(T |p=t|Zy>0)=P(Zi = Z(¢),6; |m_1= 6:(t) | Z, > 0)
=Y P(Ruy1 = j,Z1 = Z1(1),6i lm—1= 6i(1) | Z, > 0)
J
=Y PRuy1=j.Z1=2(t) | Z, > 0)
J
XP(6; |m—1=6i(t) | Rn1 = j,Z1 = Z:(t),Z, > 0)

=Y cual ' pi
7

><]P’(9,~ ’mflz ej(t) |Rn+1 =J,Zi :Zl(t))

=chq£*1pk
X H]P) T |m 1— ) | O)P(T |m71: Gj(t) |Zn >O)
XHP T 1= 6i(1))
i>j
= Y TP (T b= 6:0)P (T 1= 6(1))
J i

:]P<T |m:r>
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3 — Un apercu de quelques autres modeles de graphes aléatoires

3.1 Lois de puissance

En pratique, de nombreux graphes exhibent des suites de degrés qui suivent une loi de
puissance. Pour ces graphes, le modele d’Erdos—Rényi, qui prédit des lois suites de degrés
dont la queue de distribution décroit exponentiellement vite, n’est pas adéquat. Deux grandes
familles de modeles de graphes aléatoires ont été proposés pour essayer de capturer cette loi
de puissance : le modele de configuration et le modele d’attachement préférentiel.

3.1.1 Le modéele de configuration

3.1.2 Le modele d’attachement préférentiel

Albert et Barabdsi [1] ont proposé un modele tres populaire, appelé modele d’attachement
préférentiel. On part d’un graphe quelconque, puis on rajoute les nceuds un par un. Chaque
nouveau noeud choisit m anciens nceuds au hasard, et s’y connecte. Chaque ancien nceud est
choisi avec une probabilité proportionnelle a son degré. On voit émerger une loi de puissance.
Le degré du nceud i évolue de la maniere suivante :

d ki(r) 1/2
—ki(t) = o2 = ki(t) o< k(t/1;)"
o kilt) = == = kilt) < k(t/1;)
Pourquoi le % ?
et donc si on choisit 7 au hasard et que t; = i, le degré moyen est donné par

P(ki(t) > k) = P(t; < m?t Jk*) = m®t Jk*/ (t +my)

et donc 5
2m

Robustesse vs. vulnérabilité [3].

3.2 Phénomene de petit monde
Watts et Strogatz [7].
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3.3 Stochastic block model
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