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Résumé

Ce cours a pour objectif une introduction a la mécanique céleste et a la mécanique spatiale. Il a deux
objectifs principaux : donner d’abord les outils nécessaires a la compréhension et a la résolution des
problémes simples de mécanique spatiale, puis donner quelques éléments d’introduction permettant
d’appréhender les outils et les concepts modernes utilisés en mécanique céleste, qui ont beaucoup
évolué ces trente dernieres années.

Ce cours integre des contributions du cours de mécanique spatiale de la premiere année de Supaéro,
dont une partie a été rédigée par Benoit Meyssignac, et qui a entre autres objectifs de donner aux
éleves les moyens de montrer la chaoticité du mouvement d’Hypérion sur la base de 1’article de
Wisdom, Peale et Mignard de 1984 (Icarus).

Nous voudrions enfin ajouter ici que la partie dynamique de ce cours s’inspire largement de
I’enseignement de J. Laskar, de 'IMCCE a I’Observatoire de Paris. Il est largement a la source de
I’intérét que nous portons a ce sujet. Qu’il en soit ici remercié.

DM, aofit 2010; révision septembre 2026.

Avant-propos de I’édition 2026

Ce polycopié reprend, corrige et compléte la version du cours IS101 donné a 'ISAE-SUPAERO
jusqu’en 2025. Le plan et I’esprit du texte d’origine sont conservés. Les principales évolutions sont les
suivantes.

¢ Un certain nombre d’erreurs ont été corrigées : 1’origine de la nutation a 18,6 ans, la définition
de UTC et de I’heure GPS, I'itération de Newton pour 1’équation de Kepler, le signe de la force
dérivant du potentiel, les équations des points L, et L3, le critere de Tisserand, le hamiltonien du
pendule.

* Les données numériques ont été mises a jour (planctes naines, distance de Voyager 1, échelles
de temps, secondes intercalaires, résonances de Laplace exoplanétaires, missions aux points de
Lagrange).

* Des compléments ont été ajoutés, pour la plupart dans des encadrés verts : reperes ICRS et échelles
de temps relativistes, formules de Napier, sphere d’influence et assistance gravitationnelle, orbites
héliosynchrones et inclinaison critique, applications modernes des points de Lagrange, chalnes
de résonances exoplanétaires. L’annexe D (formulaire des coniques) a été ajoutée, une annexe de
constantes utiles et une annexe d’exercices corrigés ont été ajoutées également.



Les conventions de notation ont été homogénéisées : les vecteurs sont en gras (r), t = GM désigne
le parametre gravitationnel du corps central (la masse réduite du probleme a deux corps est notée m*),
et I’anomalie vraie est notée 0 au chapitre 3, v aux chapitres 4 et 5 et dans ’annexe D, v au chapitre 7
et dans les annexes B et C, selon le contexte historique de chaque chapitre. Quelques figures anciennes,

reprises telles quelles, gardent des étiquettes en anglais ou sans accents.
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1 Introduction a la mécanique céleste

1 Introduction a la mécanique céleste

1.1 Objet de la mécanique céleste

Il est évidemment trés ambitieux de s’attaquer a un sujet qui est probablement aussi vieux que
I’humanité, et d’en donner un apergu en quelques heures. L’ objectif de ce cours n’est donc que de donner
une premiere approche des problématiques et des outils de la mécanique céleste, au travers de 1’étude des
modeles communément utilisés de nos jours.

1.2 Quelques rappels historiques

Pendant tres longtemps, les astronomes ont cherché a retrouver dans les mouvements des corps du
Systeéme solaire les périodicités qui leur permettaient de faire des prédictions (pour les dates des éclipses
par exemple). Jusqu’a trés récemment (fin du XX siecle !) le mouvement des planétes dans le Systéme
solaire était considéré comme le modele méme de régularité. On restait dans le modele du « Cosmos » des
Grecs qui, par opposition au « Chaos », suppose régularité et prédictibilité.

Par ailleurs, jusqu’a la physique de Newton, les modeles célestes (y compris les modeles héliocen-
triques) étaient uniquement descriptifs et cinématiques. La rupture principale de la physique vient du fait
que I’on peut désormais prédire les trajectoires des planetes, et que, par voie de conséquence, on comprend
que les trajectoires idéales sont perturbées par I’ensemble des autres corps du Systeme solaire. Toutefois,
apres les calculs de Laplace et de Lagrange, puis de Le Verrier, montrant la stabilité & long terme des
mouvements séculaires des planetes externes telles que Jupiter (cf. [6]), on était revenu a la conception
d’un Systeme solaire stable a long terme, malgré les évolutions séculaires des orbites planétaires.

Il n’en est rien. Les résultats obtenus depuis la fin des années 1980 (Laskar 1989, Sussman et Wisdom
1992) montrent au contraire que le mouvement des planétes lui-méme est imprédictible (non pas du
fait de ’accumulation des erreurs numériques, mais intrinsequement) et qu’il est impossible de prévoir
son évolution au-dela de 100 millions d’années environ, ce qui est tres court comparé aux 4,6 milliards
d’années d’existence du Systéme solaire.

Quelques reperes historiques

Le modéele pythagoricien (vers 500 av. J.-C.). Les sept objets mobiles (Soleil, cinq planetes et Lune)
sont attachés a sept sphéres concentriques transparentes (figure 1.1). Le philosophe grec Aristote pensait
que les cieux étaient composés de 55 spheres cristallines concentriques. A chacune de ces spheres
étaient attachés des objets célestes tournant a des vitesses différentes. La Terre était au centre (modele
géocentrique).

Eléments de Mécanique Céleste, V2.1 (2026) 7 ISAE-SUPAERO



1 Introduction a la mécanique céleste
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FIGURE 1.1 - Le modele des spheres concentriques : la Terre est immobile au centre, les astres errants sont portés
par des spheres emboitées, les étoiles « fixes » par la sphere extérieure.

Le systeme ptoléméen (vers 150 apr. J.-C.). La théorie qui prévalut en Europe pendant de longs siecles
a été proposée par Ptolémée dans son Almageste, vers 150 apr. J.-C. La Terre est immobile au centre de
I’Univers; les étoiles sont piquées sur une large sphere externe qui tourne rapidement. Chaque plancte
est portée par un petit cercle, 1’épicycle, dont le centre parcourt un grand cercle, le déférent, 1égérement
excentré par rapport a la Terre ; le mouvement est uniforme non pas vu du centre du déférent, mais vu du
point symétrique de la Terre par rapport au centre du déférent, 1I’équant (figure 1.2). Ce modele purement
cinématique est remarquablement efficace : la combinaison déférent-épicycle reproduit trés correctement
le mouvement apparent rétrograde des planetes (figure 1.3). Elle le doit au choix des fréquences, que
Ptolémée tire de I’observation : pour une planete supérieure, I’épicycle est parcouru en un an et son rayon
reste parallele a la direction du Soleil ; pour Mercure et Vénus, c’est le centre de I’épicycle qui suit le
Soleil. Le modele reproduit ainsi, en orbites circulaires, le mouvement héliocentrique de la planete vu
depuis la Terre (figure 1.5). L’équant rend compte, a 1’ordre un en excentricité, de la loi des aires que
Kepler ne formulera que quinze siecles plus tard. Sa précision, suffisante pour les tables astronomiques
jusqu’a la Renaissance, et son accord avec la physique d’ Aristote, reprise par la théologie médiévale,
expliquent sa longévité de pres de 1500 ans.
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Schema huius pramiffe divifionisSphararum .

Déférent

Epicycle
Centre
Epicycle

Mars R .
(b) Les spheres du monde selon la Cosmographia de

(a) Déférent excentrique, épicycle et équant. Petrus Apianus (1524).

FIGURE 1.2 — Le modele ptoléméen. Le mouvement rétrograde apparait quand la planéte parcourt la partie
intérieure de son épicycle ; le mouvement est uniforme vu de I’équant, symétrique de la Terre par rapport au centre
du déférent.

Positions et lignes de visée (11 dates espacées d'un mois)

140 -

120

100

80

60 1

40
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T T T T
-200 —-100 0 100 200
jours autour de l'opposition

longitude géocentrique de Mars (°, rel.)

FIGURE 1.3 - Vu de la Terre, le mouvement apparent de Mars est rétrograde autour de 1’opposition (calcul sur
orbites circulaires : ayars = 1,52 UA, Tvars = 1,88 an). A gauche, positions de la Terre et de Mars et lignes de
visée ; a droite, longitude géocentrique de Mars : elle décroit pendant environ 70 jours.

Le calendrier métonique. Le cycle dit de Méton, ou cycle métonique, est un commun multiple
approximatif de 1I’année solaire et du mois lunaire. Au bout de dix-neuf ans, les mémes dates de 1’année
correspondent aux mémes phases de la Lune : dix-neuf années tropiques (6939,60 j) et 235 mois synodiques
(6939,69 j) ne different que de deux heures environ. L’astronome grec Méton avait déja remarqué cette
coincidence vers —432, comme le fit I’astronome chaldéen Kidinnu vers —380. Le cycle de Méton est
employé dans les calendriers luni-solaires : la plupart des années sont des années lunaires de douze
mois, mais sept des dix-neuf années posseédent un mois supplémentaire, dit intercalaire ou embolismique
(figure 1.4). Ce calendrier, connu dans 1’ Antiquité, a été repris par les Juifs lors de 1’Exil de Babylone (il
est toujours en vigueur), et servait de base a la détermination de la PAque chrétienne avant le concile de
Nicée.
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année de 12 mois lunaires (354 j) [ année embolismique de 13 mois (384 j)

FIGURE 1.4 - La répartition des sept années embolismiques dans le cycle métonique de 19 ans (calendrier
hébraique : années 3, 6, 8, 11, 14, 17 et 19).

Aujourd’hui le cycle de 19 ans sert toujours de base au comput (calcul) de la lune théorique sur
laquelle est fondée la détermination de la date de Paques (Paques est célébrée le dimanche qui suit le
quatorzieme jour de la Lune qui atteint cet age au 21 mars ou immédiatement apres).

Le calendrier musulman a supprimé les années embolismiques, ce qui a pour effet de désynchroniser
le calendrier par rapport a I’année solaire (I’année de douze mois lunaires est plus courte de onze jours
environ). De plus, 1’observation directe du premier croissant reste largement utilisée pour 1’ajustement du
calendrier, méme si un débat est encore en cours sur I’utilisation du calcul dans sa détermination.

La révolution copernicienne. En 1543, Copernic formula un autre modele d’Univers, dans lequel la
Terre tourne autour du Soleil : le modele héliocentrique. Les orbites des planétes sont toujours circulaires
(et Copernic conserve d’ailleurs de petits épicycles pour rendre compte des irrégularités), mais dans ce
modele le mouvement rétrograde n’est plus qu’un effet de perspective, lié au dépassement de la plancte
externe par la Terre (figure 1.5). Il faudra attendre Kepler (1609) pour les orbites elliptiques, et Newton
(1687) pour I’explication dynamique.

épicycle

igne de visée

Systeme de Ptolémée (Mars) : un déférent Systéme de Copernic :
et un seul épicycle, parcouru en un an la rétrogradation vient du dépassement

FIGURE 1.5 — Mars dans le systeme de Ptolémée (2 gauche) et dans celui de Copernic (a droite). A gauche, le
centre de I’unique épicycle parcourt le déférent en 1,88 an et la planete parcourt 1’épicycle en un an, le rayon de
I’épicycle restant parallele a la direction Terre-Soleil (fleches orange). La trajectoire géocentrique (en clair sur
quinze ans, en foncé sur les dix-sept derniers mois) fait une boucle a chaque opposition, tous les 2,14 ans. Les
rayons et les périodes sont ceux des orbites de la Terre et de Mars, supposées circulaires.

1.3 Le Systeme solaire

Le Systeme solaire est composé du Soleil, de quatre planetes telluriques internes (Mercure, Vénus, la
Terre, Mars), d’une ceinture d’astéroides composée de petits corps rocheux (parmi lesquels des corps de
masse respectable, tels Céres), de deux planctes géantes gazeuses (Jupiter et Saturne), de deux géantes de
glaces (Uranus et Neptune) et d’une seconde ceinture d’objets glacés, appelée ceinture de Kuiper, qui
s’étend d’environ 30 a 55 UA (figures 1.6 et 1.7).
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ceinture ceinture
principale de Kuiper nuage d'Oort
Pluton héliopause ~120 UA 1 année-lumiére
Mercure Terre Jupiter Uranus
[ J o0 o [ J [ J o o H BN |
Vénus Mars Saturne Neptune Proxima Cen 268 000 UA

Voyager 1 (2026) ~170 UA
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FIGURE 1.6 - Les différentes échelles du Systeme solaire, en échelle logarithmique.

Kuiper Belt

Asteroids
Inner : I
Solar System : Solar System

9

Inner extent Orbit of
of Oort Cloud Sedna

FIGURE 1.7 — Les mémes échelles, vues du dessus : Systéme solaire interne et ceinture principale, planetes
externes et ceinture de Kuiper, nuage d’Oort, et I’orbite de Sedna (crédit : NASA/JPL-Caltech).

Au-dela de cette ceinture, aux confins du Systéme solaire, on trouve le disque des objets épars, puis
un vaste réservoir sphérique, le nuage d’Oort (du nom de Jan Oort, qui en a proposé 1’existence en 1950),
dont I’extension est estimée entre quelques milliers et environ cent mille unités astronomiques. C’est de
ce nuage que proviennent la plupart des cometes a longue période qui, déstabilisées par des perturbations

gravitationnelles d’origines diverses (marées galactiques, passages d’étoiles), « tombent » vers le Systeme
solaire interne.
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1 Introduction a la mécanique céleste

Le Systeéme solaire comprend également :

* des planétes naines. L' Union astronomique internationale en reconnait officiellement cinq depuis
2008 : Céres, le plus grand objet de la ceinture d’astéroides ; Pluton, premier objet découvert de la
ceinture de Kuiper (1930), déchu en 2006 de son statut de planéte parce qu’il n’a pas « nettoyé »
le voisinage de son orbite ; Hauméa et Makémaké, objets de la ceinture de Kuiper; et Eris, objet
du disque épars, un peu plus massif que Pluton mais légerement plus petit. Une dizaine d’autres
candidats sont sérieux (Gonggong, Quaoar, Sedna, Orcus). Les planetes naines orbitant au-dela de
Neptune, ce qui est le cas de quatre d’entre elles, sont également classées comme plutoides ;

e un nombre tres élevé de petits corps de masses, compositions, formes et orbites trés diverses : as-
téroides (plus de 1,4 million numérotés ou en attente de numérotation en 2026), cometes, poussieres,
gaz interplanétaire, etc.

Toutes les planetes, excepté la Terre, portent les noms de dieux et déesses de la mythologie gréco-
romaine. Par extension, le terme « systéme solaire » (sans majuscules) est parfois employé pour désigner
d’autres systemes planétaires, mais on préfere parler de « systeme stellaire » ou de « systeme planétaire ».
On connait en 2026 plus de 6000 planetes extrasolaires confirmées.

1.4 Quelques ordres de grandeur utiles
1.4.1 Répartition des masses dans le Systeme solaire

Le tableau 1.1 présente la répartition des masses dans le Systéme solaire.

Corps Masse =~ Commentaires

Soleil 99,86 % la quasi-totalité de la masse
Planetes 0,135% Jupiter pour I’essentiel (0,095 %)
Lereste 0,005% satellites, petits corps, gaz, poussieres, cometes

TABLE 1.1 — Répartition des masses dans le Systeme solaire.

On en déduit aisément qu’au premier ordre, la dynamique des objets du Systéme solaire est régie par
le Soleil, et que Jupiter est le perturbateur principal.

1.4.2 Distances typiques dans le Systeme solaire

Quelques ordres de grandeur utiles pour comprendre les distances en jeu en mécanique céleste
figurent au tableau 1.2. On y a fait figurer les distances-lumiere, utiles pour comprendre les contraintes de
communication avec les sondes spatiales : une commande envoyée a un rover martien met entre 3 et 22
minutes 2 arriver, et le pilotage « en temps réel » est impossible.
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2 Reperes de I’espace et du temps

Durée (lumiere) Distance Exemple

1,3 seconde 384 000 km Terre-Lune (2,6 s aller-retour)

3,2 minutes 58 - 10% km Mercure-Soleil (distance moyenne)
8,3 minutes 149,6 - 10 km  Terre-Soleil (1 UA)

43 minutes 778 - 10° km Jupiter-Soleil (5,2 UA)

4,2 heures 45-10°km  Neptune-Soleil (30 UA)

~ 23,5 heures ~ 170 UA Voyager 1 en 2026

1 an 63241 UA 1 année-lumicre

4,24 ans 268 000 UA Proxima du Centaure

TABLE 1.2 — Distances typiques dans le Systéme solaire et durées de propagation de la lumiere.

Complément : vitesses typiques

Les vitesses orbitales se déduisent des distances par la troisieme loi de Kepler (chapitre 3) : la Terre
parcourt son orbite a 29,8 km/s, Mercure a 47,4 km/s, Jupiter a 13,1 km/s et Neptune a 5,4 km/s.
Un satellite en orbite basse terrestre se déplace a environ 7,7 km/s (une période de 90 minutes), un
satellite géostationnaire a 3,07 km/s. Les vitesses de libération valent 11,2 km/s a la surface de la
Terre, 2,4 km/s a la surface de la Lune, 5,0 km/s pour Mars et 618 km/s a la surface du Soleil. Enfin,
pour quitter le Systéme solaire depuis 1’orbite terrestre, il faut atteindre 42,1 km/s par rapport au
Soleil, soit un supplément de 12,3 km/s par rapport a la vitesse orbitale de la Terre : c’est ce que les
assistances gravitationnelles permettent d’obtenir & moindre cofit (section 5.13).

2 Reperes de I’espace et du temps

2.1 Reperes de I’espace
2.1.1 Coordonnées terrestres

Imaginons un cercle tracé a la surface d’une sphere et dont le plan contient I’axe des pdles. Un tel
cercle, qui passe par le pole Nord et le pdle Sud, est appelé méridien. Pour n’importe quel point de la
surface de la Terre, on peut définir un méridien. Le méridien origine est historiquement celui de la lunette
méridienne d’Airy, au Royal Observatory de Greenwich, en Angleterre ; le méridien de référence des
systemes géodésiques modernes (IERS, WGS 84) passe une centaine de metres (102 m) plus a I’est. La
longitude A est exprimée en degrés, minutes et secondes d’arc, de 0 a 180° Est ou Ouest a partir du
méridien origine. Par exemple, la longitude de Toulouse est 1°26" E, celle de 'ISAE-SUPAERO 1°28' E.

De la méme facon, on peut définir un grand cercle dont tous les points sont équidistants des poles,
appelé équateur. Les cercles tracés sur la sphere dans des plans paralleles a I’équateur définissent les
paralleles. La latitude @ est I’angle entre le plan de 1’équateur et la verticale du lieu, c’est-a-dire la
normale a I’ellipsoide de référence ; pour une Terre sphérique, c’est I’angle, vu du centre de la Terre,
entre I’équateur et le point considéré. Elle s’exprime de —90° (S) a +90° (N). La latitude de Toulouse est
43°36' N (figure 2.1).
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2 Reperes de I’espace et du temps

méridien de’Greenwich équateur

N4

FIGURE 2.1 - Latitude ¢ et longitude A d’un point M ; paralleles et méridiens.

Un degré de latitude vaut environ 111 km (110,6 km & I’équateur, 111,7 km aux pdles, la Terre étant
aplatie), et une minute d’arc de méridien définit historiquement le mille nautique (fixé par convention a
1852 m depuis 1929). Un degré de longitude vaut 111 cos ¢ km, soit 80 km a la latitude de Toulouse.

2.1.2 Coordonnées horizontales locales

Les coordonnées horizontales locales sont relatives a un lieu de latitude et de longitude données
(figure 2.2). Le plan de référence est le plan horizontal local (perpendiculaire a la verticale du lieu,
matérialisée par le fil a plomb). La direction d’un astre est repérée par sa hauteur h au-dessus de 1’horizon
(ou, de maniere équivalente, sa distance zénithale z = 90° — h) et par son azimut a, angle compté dans le
plan horizontal a partir d’une direction origine.

n horizontal local

nadir

FIGURE 2.2 — Coordonnées horizontales locales : azimut a et hauteur /. Le zénith est la direction opposée a la
verticale descendante.

Deux conventions coexistent pour 1’azimut et il faut toujours préciser laquelle on utilise. Les astro-
nomes frangais comptent traditionnellement I’azimut a partir du Sud, positivement vers 1’Ouest (sens
rétrograde) ; les géodésiens, les navigateurs et la plupart des logiciels le comptent & partir du Nord,
positivement vers I’Est (tableau 2.1).
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2 Reperes de I’espace et du temps

Nord Est Sud Ouest

Azimut, origine Sud vers 1’Ouest (astronomie) 180° 270° 0° 90°
Azimut, origine Nord vers I’Est (géodésie, navigation)  0° 90° 180° 270°
Hauteur 0 0 0 0

TABLE 2.1 — Les points cardinaux en coordonnées horizontales locales, selon les deux conventions d’azimut.

2.1.3 Géoide de référence

Une fois ces axes définis « en principe », il faut se poser la question de 1’origine des axes ainsi que de
leur orientation précise. La Terre est un objet dynamique : mouvements des océans et de I’atmosphere,
dérive des continents, marées terrestres, rebond post-glaciaire. Les répartitions de masse a I’intérieur de la
Terre solide, ainsi que les effets de marée qui les modifient dans le temps, font que 1’objet « Terre » est
loin d’étre non seulement une sphere parfaite, mais aussi un ellipsoide parfait. Cela se traduit en pratique
par des mouvements de la crofite terrestre et de la répartition de masse sous-jacente, qui entrainent des
variations de 1’orientation du champ de gravité a la surface de la Terre, et donc du plan horizontal local
(figure 2.3).

FIGURE 2.3 - Le géoide terrestre mesuré par le satellite GOCE (crédit ESA/HPF/DLR). Les écarts a I’ellipsoide,
de I’ordre de 100 m, sont ici tres fortement exagérés.

On appelle géoide la surface équipotentielle du champ de pesanteur qui coincide avec le niveau moyen
des mers. Le géoide étant une surface irréguliere, on utilise comme référence un systeme géodésique,
en pratique une représentation ellipsoidale de la surface terrestre qui minimise 1’écart au géoide, et on
exprime les latitudes, longitudes et hauteurs par rapport a cet ellipsoide conventionnel. La plupart des
systemes reposent sur un ellipsoide de révolution choisi par convention et défini par son centre O, son
demi-grand axe a et son coefficient d’aplatissement f = (a —b)/a.

L’ITRS (International Terrestrial Reference System), dont les réalisations successives sont les ITRF
(la derniere est 'ITRF2020), constitue le systeme géodésique le plus précis a I’échelle mondiale (précision
millimétrique, avec un modele de vitesse des stations pour suivre la tectonique des plaques). Le WGS 84
(World Geodetic System 1984) est le systeme de référence du GPS; il est aujourd’hui aligné sur I'ITRF au
centimetre pres. Son ellipsoide a pour parametres a = 6378 137met 1/ f = 298,257223563.

2.14 Coordonnées équatoriales célestes

Si I’on veut se débarrasser des problemes liés a 1’utilisation d’un repere local, pour repérer un objet
dans le ciel en s’affranchissant de I’heure ou de la position sur la Terre, on utilisera plutét un systéme
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2 Reperes de I’espace et du temps

de coordonnées équatoriales (figure 2.4). Dans ce cas, le plan de référence est le plan de I’équateur (en
projection sur la sphere céleste), et I’axe Nord-Sud est 1’axe des pdles célestes. Le point origine s’appelle
le point vernal y (voir section 2.2). L’ascension droite o est I’angle mesuré, le long de 1’équateur céleste et
vers I’Est, entre le point vernal et la projection de I’objet sur 1’équateur ; elle se mesure traditionnellement
en heures, minutes et secondes (24 h = 360°, soit 1 h = 15°). L’angle entre I’équateur céleste et 1’objet
s’appelle la déclinaison 8 ; elle se mesure en degrés, positive pour les objets situés dans 1’hémisphére nord
et négative pour les autres.

pole céleste nord P

Ny

cercle horaire

¥ (point vernal)

FIGURE 2.4 — Coordonnées équatoriales célestes : ascension droite o et déclinaison J.

2.1.5 Coordonnées écliptiques

L’ écliptique est le plan de I’orbite de la Terre autour du Soleil, ¢’est-a-dire le grand cercle décrit
par le Soleil sur la sphere céleste au cours de 1’année. Il est incliné sur 1’équateur céleste de 1’obliquité
€ =23°26' (23,44°), et les deux plans se coupent le long de la ligne des équinoxes Y . Les coordonnées
écliptiques géocentriques utilisent I’écliptique comme plan de référence et le point vernal comme origine :
la longitude écliptique A est comptée le long de 1’écliptique vers I’Est, la latitude écliptique B de part et
d’autre de I’écliptique (figure 2.5). Ces coordonnées sont bien adaptées aux corps du Systéme solaire,
dont les orbites sont toutes proches de 1’écliptique.
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2 Reperes de I’espace et du temps

K (pdle de I’écliptique) P (pdle céleste)

FIGURE 2.5 — Coordonnées écliptiques géocentriques : équateur, écliptique, obliquité €, longitude A et latitude 8
écliptiques.

De la méme fagon, si I’on s’intéresse aux mouvements dans le Systéme solaire, on pourra utiliser
des coordonnées écliptiques héliocentriques, c’est-a-dire centrées sur le Soleil (figure 2.6). Cela est utile
par exemple pour les trajectoires des planetes, ou bien pour celles des sondes spatiales dans la partie
héliocentrique de leur trajet. Dans ce cas, I’axe principal est I’axe passant par le centre du Soleil et
perpendiculaire au plan de I’écliptique, et les coordonnées sont appelées longitude et latitude écliptiques
héliocentriques.

pdle nord de I’écliptique

plan de ]’écliplique/

FIGURE 2.6 — Coordonnées écliptiques héliocentriques.

2.2 Point vernal

Par définition, si I’on se place dans un repére géocentrique, le Soleil se trouve toujours sur le cercle
écliptique. Les plans de référence équatorial et écliptique étant définis de maniere naturelle, il convient de
déterminer le point de référence pour fixer les reperes (et concrétement, donner une droite de référence
pour la mesure des angles). Ce point origine s’appelle le point vernal 7y : c’est le nceud ascendant de
I’écliptique sur I’équateur, c’est-a-dire la direction du Soleil au moment de I’équinoxe de mars (vers le 20
mars), lorsque celui-ci passe de ’hémisphere sud a I’hémisphere nord (figures 2.7 et 2.8). Le symbole y
rappelle la constellation du Bélier, ol se trouvait ce point a I’époque d’Hipparque ; du fait de la précession
(section 2.3.3), il est aujourd’hui dans les Poissons.
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Tilt de 23,4°
Nord Ecliptique 4

Equinoxe de printemps
Solstice d'été /,
Soleil au plus haut dans I'hémisphére Nord /

ETE P /

Solstice d'hiver
Soleil au plus bas dans I'némisphére Sud
A " HIVER

“ECLIPTIQUE /

Equinoxe d'automne

LIGNE VEENALE

FIGURE 2.7 — Mouvement de la Terre autour du Soleil, saisons et point vernal. L’axe de rotation garde une
direction fixe dans I’espace (inclinaison € = 23,44° sur la normale a 1’écliptique) ; le périhélie a lieu début janvier
(r = 0,983 UA) et I’aphélie début juillet (r = 1,017 UA), positions que la figure ne représente pas. Au solstice de
décembre, le Soleil atteint sa déclinaison minimale (—23°26") : il est au plus bas dans le ciel de I’hémisphére Nord

et au plus haut dans celui de I’hémisphere Sud.

|
|

/ /k\ ECLIPTIQUE
1

AUTOMNE /ﬁ
e ETE
§=2327

AE

PRINTEMPS
POINT VERNAL
YPOINT NODAL ASCENDANT

\_/

FIGURE 2.8 - Sur la sphere céleste, I’écliptique coupe 1’équateur en deux points; le point vernal ¥ est le nceud
ascendant, direction du Soleil a I’équinoxe de mars. Les positions du Soleil aux solstices sont a -23°26’ de
déclinaison (la figure, plus ancienne, indique 23°27', valeur du début du Xx°® siecle ; AE désigne I’équateur céleste).

Avec cette définition, on peut exprimer les coordonnées du Soleil aux instants remarquables de I’année
dans les reperes équatorial et écliptique (tableau 2.2).
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Direction du Soleil Equinoxe (mars)  Solstice (juin) Equinoxe (sept.)  Solstice (déc.)

o Oh 6h 12h 18h
i) 0° +23°26 0° —23°26
A 0° 90° 180° 270°
B 0° 0° 0° 0°

TABLE 2.2 — Coordonnées équatoriales (a, 0) et écliptiques (4, ) de la direction du Soleil aux équinoxes et aux
solstices. Le point vernal correspond a la premiere colonne.

2.3 Mouvement de la Terre

Tout d’abord, il n’est pas inutile d’introduire quelques définitions. Le terme « rotation » se réfere au
mouvement d’un objet autour de son axe propre, tandis que le terme « révolution » se référe au mouvement
de son centre de masse autour d’un autre objet. La rotation de la Terre autour de son axe par rapport aux
étoiles a une période de 86 164,1 s, soit 236 s de moins que le jour solaire moyen. L’inclinaison de 1’axe
par rapport a la normale au plan de 1’écliptique (obliquité) est de 23,44°. La révolution de la Terre autour
du Soleil dure environ 365,25 jours solaires moyens (la valeur précise est donnée ci-dessous ; la valeur
ronde de 365,25 j définit I’année julienne, unité conventionnelle).

2.3.1 Mouvement de la Terre autour du Soleil

La Terre parcourt son orbite en 365 jours, 6 heures, 9 minutes et 10 secondes par rapport aux
étoiles (année sidérale, 365,2564 j). Du fait de I’excentricité de son orbite (e = 0,0167), sa vitesse varie
entre 29,29 et 30,29 km/s au cours de 1’année. La durée qui sépare deux passages consécutifs du Soleil
au point vernal, I’année tropique, est 1égerement plus courte (365 jours, 5 heures, 48 minutes et 45
secondes, soit 365,2422 j), car le point vernal recule d’environ 50” par an du fait de la précession (voir
ci-dessous). C’est I’année tropique qui regle le rythme des saisons et donc le calendrier : les 5 heures et
48 minutes excédentaires justifient un jour supplémentaire tous les quatre ans, et la correction grégorienne
(suppression de trois années bissextiles tous les 400 ans) rattrape les onze minutes de différence avec
365,25 ;.

2.3.2 La rotation de la Terre

Par rapport aux étoiles, la Terre fait un tour sur elle-méme en 86 164,1 s (jour sidéral, 23 h 56 min 4 s).
Apres un jour, le mouvement de la Terre sur son orbite autour du Soleil (un peu moins de 1° par jour)
décale le moment ou il est midi en un méridien donné : il faut a la Terre environ 4 minutes de rotation
supplémentaire pour ramener le Soleil au méridien (figure 2.9). Le jour solaire moyen de 24 h, c’est-a-dire
86400s, est le temps moyen, au cours de ’année, qui sépare deux passages consécutifs du Soleil au
méridien d’un lieu donné. Le jour solaire vrai s’écarte de cette moyenne de —21 s (mi-septembre) a +30 s
(fin décembre) au cours de 1’année (excentricité de I’orbite et obliquité), ce qui est décrit par 1’équation du
temps.
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jour J+ 1
vers une étoile lointaine 3

rotation supplémentaire ~ 14/jour
(~ 1°, soit 3 min 56 s)

- O

Soleil jour J

jour sidéral : 23 h 56 min 4 s (retour du méridien face a une étoile)

jour solaire moyen : 24 h (retour du méridien face au Soleil)

FIGURE 2.9 - Jour sidéral et jour solaire : I’angle parcouru sur 1’orbite est exagéré.

2.3.3 Mouvement de I’axe de la Terre

Les forces associées a la rotation de la Terre impliquent une déformation de la Terre a I’équateur
(bourrelet équatorial, aplatissement f ~ 1/298). L’action des forces de marée de la Lune et du Soleil sur
ce bourrelet équatorial produit un couple qui, s’appliquant a un gyroscope, entraine la précession de I’axe
de la Terre autour de la normale a I’écliptique (figure 2.10). Cette précession, dite des équinoxes, a une
période d’environ 25772 ans (50,3” par an). Si aujourd’hui le pdle Nord céleste indique 1’étoile polaire, il
passera pres d’ Alderamin (o Cep) vers I’an 7500, de Deneb vers 1’an 10000 et de Véga vers 1’an 14000 ;

il indiquait Thuban (o Dra) vers 2800 av. J.-C., a I’époque des pyramides (figure 2.11).

précession : 25 772 ans
(50,3" par an)

couple luni-solaire _—"
sur le bourrelet
équatorial

FIGURE 2.10 — Précession et nutation de 1’axe de rotation de la Terre.
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Trajet du pole céleste nord (période 25 772 ans)

90°

Polaris

% Kochab
Thuban

Alderamin %

180°

+ 0°
pole de
1'écliptique

270°

FIGURE 2.11 - Trajet du pdle céleste nord parmi les étoiles, dans un repere centré sur le pdle de 1’écliptique
(calcul a partir des coordonnées J2000 des étoiles ; la nutation et le mouvement propre des étoiles sont négligés).

En superposition du mouvement moyen de précession se rajoute une petite oscillation, la nutation, dont
le terme principal a une période de 18,6 ans et une amplitude de 9,2” en obliquité (17,2 en longitude). Elle
est due a la rétrogradation des nceuds de I’orbite lunaire sur I’écliptique (période 18,6 ans) : I’inclinaison
de I'orbite de la Lune sur I’équateur, et donc le couple de marée lunaire, oscillent avec cette période. Les
autres termes sont nettement plus petits : le terme semi-annuel atteint 1,3” en longitude (0,6” en obliquité)
et le terme semi-mensuel 0,2” (0,1”).

Complément : mouvement du poéle et variations de la rotation

Indépendamment de la précession et de la nutation, qui décrivent le mouvement de I’axe dans 1’espace,
I’axe de rotation se déplace aussi légerement par rapport a la crodte terrestre : c’est le mouvement
du pole, de quelques metres d’amplitude, combinaison d’un terme annuel (forgage saisonnier) et
de Ioscillation libre de Chandler (période 433 jours). La vitesse de rotation elle-méme n’est pas
constante : ralentissement séculaire par freinage de marée (la durée du jour s’allonge d’environ
1,7 ms par siecle, ce qui est a I’origine des secondes intercalaires), variations décennales d’origine
interne (couplage noyau-manteau), fluctuations saisonniéres et irrégulieres (vents, courants, séismes).
C’est I'ERS (International Earth Rotation and Reference Systems Service) qui mesure et publie ces
parametres d’orientation de la Terre, indispensables pour relier le repere terrestre au repere céleste.

2.4 Reperes du temps

La mécanique céleste classique utilise une notion intuitive, qui a depuis été remise en cause par la
relativité générale : un temps newtonien découplé du mouvement. Toutefois, & quelques corrections pres,
c’est ce temps newtonien qui est utilisé pour la mécanique céleste. Les principales échelles de temps
utilisées sont les suivantes.

* Le Temps atomique international (TAI) est un temps atomique, établi depuis 1958 (le nom date
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de 1971) et calculé depuis 1988 par le Bureau international des poids et mesures (BIPM). Il résulte
d’une moyenne pondérée de plus de 450 horloges atomiques réparties dans environ 80 laboratoires,
recalée sur des étalons primaires a fontaine atomique, et il est donc extrémement stable (quelques
10716 en relatif). Ce temps est bien évidemment découplé des phénomenes célestes.

* Le Temps universel (UT1) est un temps astronomique : c’est I’angle de rotation de la Terre,
exprimé en unités de temps et rapporté au méridien de Greenwich. Il est aujourd’hui mesuré par
interférométrie a tres longue base (VLBI) sur des quasars, et varie irrégulierement avec la rotation
de la Terre.

* Le Temps universel coordonné (UTC) est I’échelle de temps civile. Il s’écoule au rythme du
TAI (la seconde UTC est la seconde atomique), mais on lui ajoute de temps en temps une seconde
intercalaire de maniére a ce que I’écart [UT1—UTC] reste inférieur 2 0,9 s. La différence TAI—UTC
est donc un nombre entier de secondes : 10 s en 1972, 37 s depuis le 1°" janvier 2017 (27 secondes
intercalaires ont été insérées, la derniere fin 2016 ; figure 2.12). La Conférence générale des poids et
mesures a décidé en 2022 d’abandonner ce mécanisme au plus tard en 2035 : UTC s’écartera alors
lentement de UT1.

* Le temps GPS est une échelle atomique continue, sans seconde intercalaire, calée sur UTC le
6 janvier 1980 : GPS = TAI — 19 s, soit, en 2026, GPS = UTC + 18 s. Galileo utilise la mé&me
convention (GST) ; GLONASS suit UTC avec ses secondes intercalaires.

* Le Temps terrestre (TT) est I’argument des éphémérides géocentriques ; c’est une échelle idéale
que réalise en pratique le TAI : TT = TAI+ 32,184 s (I’offset assure la continuité avec 1’ancien
temps des éphémérides). Le Temps dynamique barycentrique (TDB) joue le méme rdle pour
les éphémérides rapportées au barycentre du Systeme solaire; il différe de TT par des termes
périodiques relativistes de moins de 2 ms.

40 4

aucune seconde

30 4 intercalaire
depuis 2017

20 1

10 4= TAI — UTC (secondes intercalaires)

»
E —— TAI — UT1 (rotation de la Terre, lissé)
@ 0 4 — TAI - GPS = 19 s (constant)
3 -—- TAI - TT = 32,184 s (constant)

~10 4

—20 4

=30

T T T T T
1980 1990 2000 2010 2020
année

FIGURE 2.12 — Ecarts entre les principales échelles de temps depuis 1972. Les marches de TAI— UTC sont les

secondes intercalaires ; la courbe TAI — UT1, ici lissée, traduit le ralentissement irrégulier de la rotation terrestre.

Aucune seconde intercalaire n’a été nécessaire depuis 2017, la rotation s’étant méme 1égerement accélérée depuis
2020 (détail que ne montre pas cette courbe lissée).

2.5 Epoque et repére de référence

On I’a vu, les angles sont repérés a partir d’une direction particuliere dans I’espace, le point vernal 7,
qui indique la direction du Soleil a I’équinoxe de mars. Toutefois, la détermination du repere de référence
ne va pas de soi. En effet, le mouvement de la Terre est complexe : il associe la révolution de la Terre
autour du Soleil, sa rotation propre (non constante) autour de son axe, le tout étant compliqué par les
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mouvements de précession et de nutation dus a I’interaction de la Terre non parfaitement sphérique avec
la Lune, le Soleil et les planetes. Le point vernal et I’équateur se déplacent donc lentement par rapport aux
étoiles.

Nous devons toutefois nous donner un repere inertiel dans cet environnement mouvant. Par convention,
on fige un « instantané » de la position de 1’équateur et de I’équinoxe qui sert de référence pour calculer
tous les mouvements des objets considérés (planetes, satellites, etc.). Cet instantané est appelé époque du
repere. Le repere conventionnel classique est le repere J2000.0, auquel 'ICRS, qui en est tres proche, a
succédé en 1998 (voir I’encadré ci-dessous) : équateur moyen et équinoxe moyen (c’est-a-dire corrigés
de la nutation) du 1¢ janvier 2000 a 12 h TT, instant qui correspond au jour julien 2451545,0. Le «J »
signifie que I’on compte les époques en années juliennes de 365,25 jours a partir de cet instant (J2026,5
est ainsi le 2 juillet 2026). Les coordonnées d’un objet « a la date » (repere vrai de la date) s’obtiennent a
partir des coordonnées J2000 en appliquant la précession et la nutation accumulées depuis 1’époque.

Complément : jour julien et repere ICRS

Le jour julien (JD) compte les jours de maniere continue depuis le 1°* janvier 4713 av. J.-C. a 12 h; il
évite toute discussion de calendrier dans les calculs d’éphémérides. On utilise souvent le jour julien
modifié MID = JD —2400000,5, qui commence a minuit. Le 1°* janvier 2000 a 0 h UTC correspond
aJD = 24515445 et MID = 51544.

Depuis 1998, I’Union astronomique internationale a remplacé la définition dynamique du repere de
référence (équateur et équinoxe, qui dépendent des modeles de précession et de nutation) par une
définition cinématique : le systeme de référence céleste international (ICRS) est matérialisé par les
positions d’un catalogue de quasars observés en VLBI (repere ICRF3, 2018), objets si lointains que
leur mouvement propre est indétectable, et, dans le domaine optique, par le repere Gaia-CRF3, formé
d’environ 1,6 million de quasars observés par Gaia, auquel sont rattachées les positions des quelque
1,8 milliard de sources du catalogue Gaia. Les axes de I'ICRS coincident avec ceux du repere J2000 a
mieux que 0,1”, si bien que, pour les besoins de ce cours, on pourra confondre les deux ; les logiciels
d’éphémérides et les modeles de I’IERS [24] font la différence.

2.6 Quelques formules de trigonométrie sphérique

11 est treés souvent utile de considérer des éléments de trigonométrie sphérique. On notera A, B et
C trois points sur la sphere, comme sur la figure 2.13, reliés par des arcs de grands cercles. On note
respectivement a, b et ¢ les longueurs des cOtés opposés aux sommets A, B et C, et &, B, ¥ les angles en
ces sommets. On remarquera que les longueurs a, b et ¢ des c6tés d’un triangle tracé sur une sphere de
rayon unité sont des angles vus du centre de la sphere (et on les traitera toujours ainsi).
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FIGURE 2.13 - Conventions de notation des triangles sphériques (le coté ¢, non étiqueté, est I’arc AB) : les cotés a,
b, c sont des arcs de grands cercles, mesurés par I’angle au centre de la sphere ; les angles o, 3, 7 sont les angles
diedres aux sommets.

La formule des cosinus relie la longueur d’un c6té du triangle a celles des deux autres cotés ainsi qu’a
I’angle entre eux :
cosc = cosacosb+sinasinbcos?y. 2.1

Dans le cas particulier ot le triangle est rectangle en C, elle se réduit a
cosc = cosacosbh, 2.2)
qui est I’analogue sphérique du théoréme de Pythagore. La formule des sinus est également tres utile :

sina sinb  sinc

= = . 23

sing  sinf3  siny (23)
On utilise aussi la formule des cosinus « duale », obtenue en appliquant la formule (2.1) au triangle
polaire, dont les cotés valent 180° — ¢, 180° — 3, 180° — y et les angles 180° —a, 180° — b, 180° — ¢ :
cosy = —cosacosf +sinasinf cosc.

Application : distance orthodromique. La formule des cosinus permet de calculer la distance entre
deux points de la Terre (ou de toute sphere de rayon connu) dont on connait les latitudes ¢;, ¢, et la
différence de longitudes AA, en prenant pour troisieme sommet le péle : les cotés sont 90° — @; et 90° — @,
et ’angle au pole est AA, d’olut

cosd = sin @ sin @, + cos Q1 cos @2 coSAAL. 2.4)

Entre Toulouse (43,6° N, 1,44° E) et Montréal (45,5° N, 73,6° O), on trouve cosd = 0,623, soitd = 51,5°
et, avec 111,2 km par degré, une distance de 5720 km. La méme formule donne la hauteur d’un astre
au-dessus de I’horizon a partir de sa déclinaison, de la latitude du lieu et de son angle horaire.

Regles de Napier. Pour un triangle rectangle (disons en C, avec ¥ = 90°), John Napier a proposé en
1614 un moyen mnémotechnique qui condense les dix relations utiles. On dispose autour d’un cercle,
dans I’ordre, les cinq parties a, b, &, ¢, 3, ol la barre désigne le complément 2 90° (¥ = 90° — x) et ot
I’angle droit est omis (figure 2.14). Alors, pour toute partie prise comme « partie centrale »:

le sinus de la partie centrale est égal au produit des tangentes des deux parties adjacentes, et au produit
des cosinus des deux parties opposées.
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Par exemple, avec ¢ comme partie centrale, les parties opposées sont a et b : sin¢ = cosacosb, c’est-
a-dire cosc = cosacosb (formule (2.2)); les parties adjacentes sont ¢ et B :cosc =cotacotf. Avec a
comme partie centrale : sina = tanbcot B (adjacentes b et B) et sina = sincsin & (opposées ¢ et @). Ces
relations résolvent aisément la plupart des problemes de latitude et de longitude, par exemple le calcul de
I’azimut du lever du Soleil ou de la latitude maximale atteinte par une orbite d’inclinaison donnée.

B

O,

C (y=90°) b

X=190° —x; les cinq Earties se lisent
dans I'ordre a, b, &, ¢,  autour du cercle

FIGURE 2.14 - Triangle sphérique rectangle en C et pentagone de Napier associé.

3 Rappels de mécanique

Déploie ton jeune courage, enfant; c’est ainsi qu’on s’éléve jusqu’aux astres.
Virgile, Enéide, IX, 641 (Macte nova virtute, puer, sic itur ad astra).

La mécanique classique repose sur un ensemble de postulats qui sont approximativement vrais, en ceci
qu’ils décrivent la réalité, c’est-a-dire I’expérience sensible, avec une précision suffisante pour étre utiles.
En effet, si de nouvelles théories comme la relativité d’Einstein ont pu remettre en cause la mécanique
classique en apportant une précision accrue ou I’explication précise de phénomenes non modélisés (avance
du périhélie de Mercure, effet Shapiro, dérive des horloges des satellites GPS), son cadre conceptuel
relativement simple a mettre en ceuvre en fait un outil de choix, non seulement de 1’ingénieur mais aussi
du scientifique, dans nombre de problemes de mécanique céleste ou orbitale.

3.1 Principe de déterminisme

Parmi ces principes se trouve le principe de déterminisme de Newton, qui postule que 1’état initial
d’un systéme (c’est-a-dire I’ensemble des positions et des vitesses de ses points a une date quelconque)
définit de facon unique le futur de son mouvement.

Toutefois, ce principe, formulé par Laplace d’apres I’analyse critique de Newton, s’entend dans un
monde parfait ou I’on connaitrait parfaitement les conditions initiales du systéme, conditions initiales
pouvant étre réelles (au sens mathématique du terme). En particulier, si I’on consideére un systéme
dynamique dont la résolution fait apparaitre des solutions fonctions d’exponentielles croissantes, il
reste clair qu’au-dela d’un certain temps, deux solutions issues de conditions initiales distinctes mais
arbitrairement proches finiront tout de méme par diverger (voir la conclusion de ce cours, section 8).

3.2 Equation de Newton

Dans ces conditions, en partant du principe de Newton, on peut exprimer que 1’ensemble du mouve-
ment d’un systéme est déterminé par sa position x(ty) € R et par sa vitesse initiale v(ty) € R". Cela veut
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donc dire que I’accélération du systeme est définie par sa position, sa vitesse et la date. On peut donc
supposer I’existence d’une fonction F telle que

F:RVxRVxR— RV, F=F(r,it). (3.1

Si on connait la position initiale xg et la vitesse initiale vg, alors le principe fondamental de la dynamique
(PFD) dit qu’il suffit de résoudre le probleme de Cauchy

F=F(r,it) avec r(fy) =xo, F(ty) = vo. (3.2)

Réciproquement, d’apres le théoreme d’existence et d’unicité de la théorie des équations différentielles
ordinaires (théoreme de Cauchy-Lipschitz), la fonction F et les conditions initiales définissent de maniere
univoque le mouvement ! i travers I’équation (3.2). Ainsi I’équation (3.2) est nécessaire et suffisante
pour décrire I’ensemble du mouvement. C’est ce qui explique son importance : cette équation a été posée
a la base de la mécanique par Newton, dans sa version relue par Laplace. On I’appelle « 1’équation de
Newton ». On en déduit le théoreme suivant.

Théoreme

Soient r(ty) € RY le vecteur position et #(fy) € RY le vecteur vitesse d’un systéme a une date
quelconque #y. Alors le mouvement du systeme a toute date ¢ est décrit de maniere univoque par
I’équation de Newton

F=F(ri1). (3.3)

Dans la pratique, la fonction F dans 1’équation (3.3) est déterminée empiriquement pour chaque
systeme mécanique concret 2. D’un point de vue mathématique, la forme de F définit en soi le systeme.

3.3 Mouvement dans un champ de gravité central

On appelle chute libre d’un corps sur la Terre le mouvement libre d’un corps de masse m (négligeable
devant la masse de la Terre) dans le champ de gravité terrestre. En vertu de la loi de la gravitation
universelle établie par Newton, 1’accélération d’un objet en chute libre sur la Terre est dirigée vers le
centre de la Terre et inversement proportionnelle au carré de la distance a ce centre (figure 3.1).

1. Sous réserve de conditions de régularité sur F (localement lipschitzienne) et de questions d’intervalle de temps sur lequel
est définie I’équation (3.2). Pour les questions d’intervalle de temps, nous supposerons pour simplifier que le mouvement est
défini sur I’axe temporel tout entier, ce qui est souvent le cas en mécanique (mais pas toujours : une collision est une singularité
en temps fini). Voir [2] par exemple.

2. Par exemple par la loi de la gravitation universelle, avec 1’identification, elle aussi empirique, entre la masse gravitationnelle
qui apparait dans F et la masse inertielle qui multiplie 1’accélération : ¢’est le principe d’équivalence, vérifié aujourd’hui 2 1013
pres par la mission MICROSCOPE (2016-2018, résultats définitifs publiés en 2022).
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S (masse m)
GMm r

2
re r

F=—

FIGURE 3.1 - Chute libre sur un corps central : la force est centrale et attractive, la trajectoire est une conique de
foyer O.

Ainsi, si I’on appelle E* I’espace euclidien des configurations (c’est-a-dire 1’espace des positions)
d’un corps ponctuel, et (¢) : R — E> la fonction qui décrit son mouvement, le systéme mécanique de la
chute libre est donné par 1’équation suivante :

. r

ou M est la masse du corps central et G la constante de la gravitation. On appelle u le paramétre
gravitationnel du corps central; c’est lui, et non G et M séparément, que I’on connait avec précision
(annexe E).

3.3.1 Trajectoire dans un champ de gravité central

Dans ce paragraphe, on rappelle que la trajectoire d’un point matériel dans un champ de force central
en 1/r? est une conique. On se place dans un repére R galiléen et on ne considére que la force de gravitation
sur le point S de masse m. Le moment cinétique en O de S s’écrit

H=mOSA ddo?| —mrAF. (3.5)
R

Sa dérivée est
dH

dr

car le mouvement est a force centrale : 1’accélération # est colinéaire a r. Le moment cinétique est donc
constant,

=mirANF+mrAN¥F=mrAN¥=0 3.6)
R

H=mrAi=cste, (3.7)

et le mouvement est donc plan, dans le plan perpendiculaire a H passant par O. Le choix des coordonnées
polaires (r,0) dans ce plan s’impose, et donc

F . P—rf?
v(S)|r = (ré) ainsi que a(S)|z = <r9+2f9) (3.8)
dans la base polaire (e, eq). L’équation de Newton nous donne alors
P—r6? mM (1
" (ré +2f9> =0z (0) ' (39)
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La seconde composante donne

. . 1d , .

r9+2r9:75(r29) =0 = r’0=C=cste. (3.10)
r

Pendant un temps dt, I’aire balayée par le rayon vecteur est %r(rd@) et, entre deux dates #; et 1, on

retrouve ainsi la fameuse loi des aires (deuxieme loi de Kepler) :

1‘21

. C
Ay = Er(re)dt = E(Iz —1). (3.11)
131

La constante des aires C n’est autre que le moment cinétique par unité de masse, C = ||[r A#|| = H/m; on
la note aussi 4 dans les chapitres suivants.

Enfin, si I’on pose le changement de variable habituel u = 1/r (variable de Binet), on peut écrire, en
utilisant 6 = Cu? :

d /1 1 du . du
L L Pkl 3.12
T (u> W2 d6 do G-12)
et )
d du '\ . d7u
T ( d9> " 462 G-13)

L’équation de Newton (premiere composante) et la loi des aires donnent alors

: d d?
F—r0? = —uu® soit —C2u2—u—C2u3:—uu2 et donc d—el;+u:%,

02 (3.14)

ou I’on reconnait I’équation d’un oscillateur harmonique forcé par une constante. La solution s’écrit

u= ﬂ(l—i-ecos(ﬂ— 6y)) soit |r= P avec p= C—z (3.15)
e 0 " 1+ecos(6—6) P= w’ '

6y et e > 0 étant des constantes d’intégration. On reconnait la I’équation polaire d’une conique de foyer
0, de parametre p et d’excentricité e (figure 3.2) :

* sie=0,il s’agit d’un cercle;

* 510 <e < 1,il s’agit d’une ellipse;

* sie =1, il s’agit d’une parabole;

* sie > 1,il s’agit d’une hyperbole (seule la branche 1+ ecos(6 — 6y) > 0 est parcourue).

C’est la premicere loi de Kepler, généralisée aux trajectoires non fermées. L’angle 6 — 8y, compté a partir
de la direction du point le plus proche du foyer (périapse), s’appelle I’anomalie vraie.
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parabole e = 1 hyperbole e = 1,6

cerclee =0

ellipse e = 0,6

(a) Sections d’un cOne par un plan : cercle et
ellipse (un plan parallele a une génératrice
donnerait une parabole, un plan coupant les deux

nappes une hyperbole). (b) Méme foyer O, méme parametre p : seule 1’excentricité change.

FIGURE 3.2 — Les coniques : sections planes d’un cdne (a gauche) et trajectoires képlériennes de méme foyer et de
méme parametre, donc de méme constante des aires (a droite).

3.3.2 Géométrie de P’ellipse

On rappelle un certain nombre de relations importantes pour la géométrie des ellipses, avec les
notations de la figure 3.3 : a est le demi-grand axe, b le demi-petit axe, ¢ = IF la demi-distance focale,
e = c¢/a I’excentricité et p le paramétre (demi-latus rectum, longueur du rayon vecteur perpendiculaire au
grand axe).

2_42., 2 2 rp=a(l—e)= P

a :b +C p:a(l_e) p 1+e (316)

e=c/a b=a\1—e? ra:a(l—i—e):lp .
—e

Avec ces notations, on peut écrire I’équation de I’ orbite elliptique sous la forme

p a(l—e?)
= = 3.17
g l14+ecos(6—6)) 1+ecos(6—6p) -17)
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p
0

x P (périapse)

F (foyer actif)

A (apoapse)

a

>
Iy = a(l—e)

A

ro=a(l+e)

FIGURE 3.3 — Géométrie de I’ellipse : le corps central occupe le foyer F; r+ 1 = 2a.

3.3.3 Energie totale : I’équation des forces vives

Si I’on reprend I’expression de la vitesse en coordonnées polaires, on peut écrire

. du\?
Vi=i 4707 =C* (d’;) +CHP, (3.18)
En partant de I’expression de u et de sa dérivée,
uzé(uecos(e—eo)), %z—%esin(@—@o), (3.19)
il vient
Vi—“:[ 25in?(8 — 6p) + 1 +2ecos(8 — 6p) + & 2(9—9)]—”L2[2—1+2(1+ (6 —60))]
CZ_C4 S 0 € COoS 0 e~ CcoS 0 —C4 e e Cos 0 s
(3.20)
soit, en reconnaissant 1+ ecos(0 — 6y) = C*u/p,
2
2 M7 » 2u
14 _E(e —1)+7. (3.21)
On retiendra 1’expression
V2 2
Tl = S (1) = oste (3.22)

Cette équation n’est rien d’autre que 1’expression de la conservation de I’énergie mécanique, rapportée
a I’unité de masse. En effet, la force de gravitation
mM GM
F=G™ e = mVU avec U@r)=-7=-FH (3.23)
2
r r r
dérive du potentiel gravitationnel U (attention au signe : la force est dirigée dans le sens ou U décroit,
c’est-a-dire vers le corps central). L’énergie potentielle par unité de masse est E, = U = —u/r, I’énergie
cinétique par unité de masse E,. = V2 /2, et, en I’absence de frottements,
V2
E.+E,=—>— B _ cste. (3.24)
r
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3.3.4 Energie et trajectoire

. . 7z 7 7 . 7 . e 2 2
Si I’on reprend les expressions précédentes de 1’énergie mécanique par unité de masse Ey = 2’% (e —

1) et de la trajectoire, et si I’on croise les caractéristiques des coniques précédemment décrites, on en
déduit le signe de I’énergie associée a chaque type de trajectoire :

e sie> 1, Ey > 0: la trajectoire est une hyperbole et V > /21 /r;

* sie =1, Eyy = 0: la trajectoire est une parabole et V = /21 /r;

* sie < 1, Ey <0 : la trajectoire est une ellipse (un cercle pour e =0) et V < /2u/r.

Remarque 1. Pour une ellipse, C> = up = pa(l — e?) et I'énergie s’écrit Eyy = —/(2a) : elle ne
dépend que du demi-grand axe. On peut donc écrire 1’équation des forces vives (vis-viva),
2 1
Vi=u ( - ) (3.25)
roa

relation valable en tout point de 1’orbite, et qui reste vraie pour les hyperboles a condition de prendre
a <0 (avec Eyy = —1/(2a) > 0).

Remarque 2. Pour un cercle, »r = a et I’on obtient la vitesse circulaire

=K (3.26)

¢ a

soit 7,67 km/s a 400 km d’altitude au-dessus de la Terre, et 3,07 km/s sur 1’orbite géostationnaire.

Remarque 3 : vitesse de libération. La vitesse de libération est la vitesse minimale nécessaire pour
échapper a I’attraction du corps central. A une distance r, la trajectoire doit étre une parabole (vitesse
nulle a I’infini) ou une hyperbole :

2
e>1 6 Ey>0o V>V =2 =12y, (3.27)
r

Pour la Terre, V;, = 11,2km/s au niveau du sol et 10,8 km/s a 400 km d’altitude. Pour une hyperbole,

la vitesse résiduelle a 1'infini, Vio = y/V2 —V? = /—t/a, est le paramétre essentiel des trajectoires
interplanétaires (section 5.13).

3.3.5 Systemes dérivant d’un potentiel

Notons au passage que si I’on introduit la fonction énergie potentielle U : R*> — R telle que U(r) =
—mp/||r]| (c’est-a-dire m fois le potentiel gravitationnel par unité de masse, noté lui aussi U au pa-
ragraphe 3.3.3 et a la section 3.3.7), alors I’équation (3.4) peut &tre mise sous la forme habituelle des
systémes potentiels :

o
—— =
En généralisant : soit E¥ = E3 x ... x E3 I’espace de configuration d’un systéme de 7 points dans un
espace euclidien E3. Soit U : E>" — R une fonction différentiable et m,...,m, des nombres positifs. Le
mouvement de n points de masses respectives my, .. .,m, dans un champ d’énergie potentielle U est régi
par le systeme d’équations différentielles

-VuU. (3.28)

mr =

U
8r,~’

m,-'i‘i:—

i=1,....n (3.29)
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C’est ce qu’on appelle un systeme potentiel. Dans les exemples précédents, les équations du mouvement
sont précisément de cette forme. Ont également cette forme la plupart des autres systémes mécaniques
étudiés en mécanique céleste. Par exemple on appelle probleme a deux corps de la mécanique céleste le
probleme (3.29) dans lequel

U=-_c-M"m_ (3.30)
lr1 =2
et probleme a trois corps celui dans lequel
Uo_g mm . mm3 . mami (3.31)
[ri=rall llra=rsf flrs—ri]]

Nota bene. On peut aussi ramener a la forme (3.29) un grand nombre de problemes de toute autre nature que
mécanique : les forces électrostatiques, ainsi que les champs de vitesse de certains écoulements de fluides,
dérivent d’un potentiel.

3.3.6 Troisieme loi de Kepler

Appelons T la période mise pour parcourir une orbite elliptique d’aire S. D’apres la loi des aires,
26 = C, et donc sur une période
T .
/ r*9dr = CT. (3.32)
0
On a déja montré que le mouvement était plan. Si I’on calcule la surface S de I’ellipse parcourue pendant
la période T, il vient
T .
/ r*@dt =25 = CT = 27mab (3.33)
0
car bien entendu wab est ’aire de ’ellipse de demi-grand axe a et de demi-petit axe b. Il vient alors
C’T? = 471%a*b? et, en reprenant les expressions C2 = pa(1 —e?) et b = av/1 — €2, on déduit finalement
la troisieme loi de Kepler :

T2  4x? 2
ot ou encore n= o ﬁ, (3.34)
a’ U T a

ou n est le moyen mouvement.

Application 1. Une loi simple donnant la période en années d’une planéte du Systéme solaire d’orbite
de demi-grand axe a : si on exprime T en années et a en unités astronomiques, 7 = a>/2. Ainsi Jupiter
(a =5,2 UA) a une période de 11,9 ans, et un objet de la ceinture de Kuiper a 40 UA une période de
253 ans.

Application 2 : masse d’un astéroide binaire. On cherche a donner une méthode pour contraindre la
masse d’un astéroide uniquement en utilisant 1’observation. Si I’on considere un astéroide de masse m
possédant un satellite de masse m’ (demi-grand axe o, période T"), I’ensemble orbitant autour du Soleil
de masse mg (demi-grand axe a, période T), alors la troisieéme loi de Kepler appliquée aux deux systemes
donne

mtm N (TY soit, pour '« m+m N (T (3.35)
— = — — , m,m <K mg: ~ [ — — ] . .
ms+m+m a T’ P S ms a T’

L’observation des distances et des périodes du couple contraint donc la masse totale du systéme binaire ;
c’est ainsi qu’a été mesurée la masse du systeme (65803) Didymos, cible de la mission DART (2022) qui

a modifié de 33 minutes la période de son satellite Dimorphos, et que la mission Hera (arrivée prévue en
novembre 2026) affinera.
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3.3.7 Généralisation au cas d’un corps central a symétrie sphérique

Par ailleurs, on rappelle que si le corps central n’est pas un point matériel mais un corps a symétrie
sphérique (éventuellement composé de plusieurs « couches », comme une planete), le champ qu’il crée
a Pextérieur est équivalent a celui de la masse totale du corps concentrée en son centre (théoréme des
coquilles, di a Newton). On le montre aisément en considérant le potentiel du champ de gravité créé en
un point P, situé a la distance s du centre O, par une masse dm du corps central située a la distance g de P
(figure 3.4) :

(3.36)

coquilles sphériques
de masse volumique p(r)

FIGURE 3.4 - Potentiel créé en P par un corps a symétrie sphérique, décomposé en coquilles.
Le corps central est de symétrie sphérique, aussi peut-on sommer le potentiel sur des « coquilles »

de masse volumique p(r) centrées sur O. En coordonnées sphériques (r,0,¢) d’axe OP, on a dm =
p(r)r?sin@drd@d¢ et g*> = r* 4+ s> —2rscos 0, d’out

R /2% 2 o
p(r)resin@
U(P :—G/ // dododr
(P) 0JoJo Vr24s2—2rscos@ ¢
oG [ o | [ du d 3.37
=27 rr — | dr, .
/o plr) [/1 r2 4+ 52 —2rsu G-

en intégrant sur ¢ (rien n’en dépend) et en posant u = cos 0. L’intégrale entre crochets se calcule
directement :

1
! d 24522 —|s— 2
/ A | vrase o) n)olser 20 sy (3.38)
_ r2+s2_2rsu rs _q rs N
Le potentiel s’écrit donc, pour un point extérieur (s > R),
2nG R G (R GM
U(P) = —L-z/ p(r)PAdr = _7/ Amp(r)r2dr soit | U(P) = ——— (3.39)
s 0 s Jo N

ouM = fOR 4rpr*dr est la masse totale : c’est bien I’expression du potentiel créé par une masse ponctuelle
M placée au centre de la spheére. On notera que pour un point intérieur (s < r), le crochet vaut 2/r
et ne dépend plus de s : une coquille sphérique n’exerce aucune force sur un point situé a I’intérieur
d’elle-méme, et seule la masse située sous le point compte. Dés que le corps central n’est plus & symétrie
sphérique (Terre aplatie), ce résultat est en défaut et le potentiel se développe en harmoniques sphériques
(section 5.8.1).
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3.3.8 Anomalie vraie, anomalie moyenne, anomalie excentrique, équation de Kepler
Les équations de la trajectoire établies précédemment,

a(l—e?)

= 3.40
1+ecosB ( )

(on prend désormais 6y = 0, c’est-a-dire que 6 est ’anomalie vraie comptée depuis le périapse), utilisent
le temps comme variable implicite, ce qui n’est évidemment pas toujours pratique. On peut toutefois
avoir une relation explicite de la position en fonction du temps a I’aide d’une variable auxiliaire appelée
anomalie excentrigque (ou hyperbolique dans le cas d’une hyperbole). Pour cela, on considere le cercle
principal de rayon a, dans lequel s’inscrit I’ellipse. L’anomalie excentrique E est I’angle au centre / de la
projection Q du point M sur ce cercle, parallelement au petit axe (figure 3.5).

cercle principal

acosE
>
rcos® =a(cosE —e)

FIGURE 3.5 - L’anomalie vraie est 0 (angle au foyer), I’anomalie excentrique £ (angle au centre du cercle
principal).

Quelle relation a-t-on entre E et 8 ? Si I’on exprime dans un repere cartésien centré sur le foyer F' les
coordonnées de M(x,y), il vient, I’ellipse étant I’image du cercle par I’ affinité de rapport b/a :

x=rcosB =a(cosE —e)
(3.41)
y=rsin@ =ay/1—e?sinE
d’ol, en calculant 12 = x> +y? = a? [cos> E — 2ecos E + €% + (1 — €*) sin E| = a*(1 —ecosE)?,
|r=a(l—ecosE) | (3.42)
Par ailleurs, on peut écrire
cosf — acosE —ae _ cosE —e 7 (3.43)
r 1—ecosE
et de cette expression il vient, en formant 1 —cos 0 et 1 + cos 6 puis leur quotient,
0 l1+e E
tan — = tan — 3.44
an > - an > ( )
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Avant de continuer, on rappelle quelques égalités utiles : le moyen mouvement n = 27t/T ; la constante
des aires 20 = C = \/pa(1 — €?) ; la conservation de I’ energle V2 =pu(2/r—1/a);latroisieme loi de
Kepler u = n’a’; 1a vitesse en coordonnees polaires V2 = % + (r0)>.

En dérivant par rapport au temps la relation aecosE = a — r, il vient —aesinE E = —F-, soit
. 7
E = —. (3.45)
aesinE

Or la vitesse radiale s’obtient a partir de la trajectoire et de la loi des aires : 7 = -~ esinf0 _ esinf 24 —

(l1+ecos0)2 —  p
%esin@ = \/ge sin@, et rsin® = bsinE = av/1 — e?sinE donne sin @ = “7”;82 sinE. Donc
u esin 6 ,u
3.46
a(l—e2) aesnE V@ r  1—ecosE’ (3.46)
c’est-a-dire (1 — ecosE)dE = ndt, qui s’integre immédiatement :
E—esinE=n(t—t,) =M avec nz,/%, (3.47)
a

ol #, est I'instant de passage au périapse. L’équation (3.47) est appelée équation de Kepler, et la quantité
M = n(t —t,), qui croit linéairement avec le temps, I’anomalie moyenne. L’équation de Kepler permet de
trouver la position du mobile en fonction du temps. Cette équation est transcendante en E : elle n’admet
pas de solution explicite en termes de fonctions élémentaires (mais admet des développements en série,
voir ’annexe C). Sa résolution numérique est en revanche tres aisée.

Remarque 1 : méthode de Newton. Sil’on note f(E) = E —esinE — M, la suite définie par

f(Ek) i Ek — esinEk —-M
f'(Ex)

converge quadratiquement : le nombre de chiffres exacts double a chaque itération, et quatre ou cinq
itérations suffisent en double précision jusqu’a e ~ 0,7, une dizaine lorsque e approche de 1 (figure 3.6).

Exp1 =Ex— Eoy=M (ouEy=msie>0,8), (3.48)

1 —ecosE;

Remarque 2 : itération de point fixe. Classiquement on utilise aussi I’itération Ey. 1 = M + esinEy,
qui converge pour tout e < 1 (I’application est contractante de rapport e¢) mais seulement linéairement.
Ses premiers termes, développés en puissances de e, sont

E,=M+esinM,
2
Ey =M +esin(M+esinM) ~ M+ esinM + %sin2M, (3.49)

3 2 3
3
Es>~M+ <e— 68> sinM + % sin2M + % sin3M,
et ainsi de suite. Attention : la série en puissances de e ainsi obtenue (série de Lagrange) ne converge
que pour e < 0,6627 (limite de Laplace), alors que I’itération elle-mé&me et le développement en série de

Fourier de I’anomalie moyenne convergent pour tout e < 1. Voir I’annexe C pour plus de détails sur les
développements en série et les développements elliptiques.

Eléments de Mécanique Céleste, V2.1 (2026) 35 ISAE-SUPAERO



3 Rappels de mécanique

e=03, M=1rad ; E=1,288091 rad e=09, M=1rad ; E=1,862087 rad
10! 10!
—m— point fixe Ex;1=M+esinEy
1072 —e— Newton (Ey=7si e>0,8) 1072
S 1075 4 S 1075 4
g g
= -8 = -8
L1|1 10 Lf 10
§ 10—11 a § 10—11 _
10714 . 10714 _
10717 T T T T T T 10-17 T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
itération k itération k

FIGURE 3.6 — Convergence de la méthode de Newton et de ’itération de point fixe pour I’équation de Kepler.

Complément : cas hyperbolique

Pour une hyperbole (e > 1, a < 0), on définit I’anomalie hyperbolique H par r = a(1 — ecoshH), et
I’équation de Kepler devient esinh H — H = n(t —t,) avec n = /1 /(—a)3; larelation avec I’anomalie
vraie s’écrit tan(6/2) = /(e+1)/(e— 1)tanh(H/2). Ces formules servent pour les trajectoires
de survol planétaire et les passages de cometes ou d’objets interstellaires comme 11/°*Oumuamua
(e = 1,20) ou 3I/ATLAS (e ~ 6,1, 2025).

3.4 Equations de Lagrange

Dans cette section on montre que les n équations newtoniennes d’un systeme potentiel de n points
matériels, qui sont des équations vectorielles sur les positions et les vitesses, peuvent s’écrire sous
forme de 3n équations lagrangiennes, qui sont des équations scalaires écrites directement sur les
coordonnées généralisées des n points matériels. Deux exemples simples sont donnés.

Reprenons les équations de la dynamique de Newton d’un systéme potentiel de n points matériels
telles que nous les avons posées au probleme (3.29) :

aU
m,-’i‘,-—i-f =0. (350)
d ri
Dans ce systéme 1’énergie potentielle est U = U (r) et I’énergie cinétique T = Y;m;#? /2. De plus les 6n
variables (ry,...,r,,#1,...,F,) sont indépendantes. Introduisons I’application L : E3" x E3" — R telle
que L(r,#) =T (#) —U(r). Comme on a

dL dT JdL U
o = 3 = miti, ST T 1
57 = o5 = Mt o ar, (3.51)
on peut écrire 1’équation (3.50) sous la forme
d /JdL JdL
30) <= —| =— | —=—=0. 3.52
( ) dr <8r,) 8rl~ ( )

On peut montrer (cf. le principe de moindre action de Hamilton dans [1] par exemple) que I’équiva-
lence (3.52) est vraie quel que soit le systéme de coordonnées sur I’espace de configuration E3" du systéme
de points matériels. On a alors le théoréme suivant.
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Théoreme (équations d’Euler-Lagrange)

Soient ¢ = (q1,...,q3,) des coordonnées quelconques sur I’espace de configuration (c’est-a-dire
I’espace des positions) d’un systeme potentiel de n points matériels. Alors les variations de g en
fonction du temps obéissent aux équations d’Euler-Lagrange

d /JL JdL
dt<8q>_8q_0’ L=T-U. (3.53)

Ces équations s’étendent telles quelles aux cas ou 7 et U dépendent explicitement du temps. Cela peut arriver
par exemple lorsque des parties du systéme ont un mouvement imposé (dans ce cas 1’énergie cinétique T
dépend explicitement du temps) ou encore lorsque le systéme est soumis a un champ extérieur variable
(dans ce cas U dépend du temps). Ainsi L est plus généralement une fonction de 6n + 1 variables : L =

L(611,~~-76]3m6717~~;673mt)~

3.5 Fonction de Lagrange, coordonnées généralisées

On appelle L(q,q,t) =T — U la fonction de Lagrange (ou lagrangien); les g; sont les coordonnées
généralisées, les q; les vitesses généralisées, les dL/dq; les impulsions généralisées et les dL/dgq; les
forces généralisées.

Notez ici le changement par rapport aux équations de Newton : il n’est plus question désormais de
manipuler des vecteurs positions et des vecteurs vitesses, ni de déterminer les bonnes projections qui
permettront de sortir les équations du mouvement dans un jeu de coordonnées judicieux. Ici les équations
sont directement données sur les coordonnées généralisées g qui définissent les positions du systeme
(c’est-a-dire sa configuration). Il ne reste donc plus qu’a choisir les coordonnées généralisées les plus
adaptées a la description de la configuration du systeme et on a immédiatement sur ces coordonnées les
équations du mouvement. Toute la difficulté est reportée sur le changement de variables.

Attention cependant a ce qu’on entend par coordonnées généralisées. Pour déterminer la position
d’un systéme de n points matériels dans 1’espace, il faut se donner n rayons vecteurs, c’est-a-dire 3n
coordonnées cartésiennes. Le nombre de grandeurs scalaires indépendantes qu’il faut se donner pour
déterminer de fagon univoque la position (c’est-a-dire la configuration) d’un systéme est appelé nombre
de degrés de liberté du systeme. Dans le cas présent ce nombre est égal a 3n; il est plus petit en présence
de liaisons (un pendule plan de longueur fixe n’a qu’un degré de liberté). Ces grandeurs ne sont pas
forcément les coordonnées cartésiennes des points, bien siir, et selon les conditions du probléme le choix
d’un autre systéme de coordonnées peut étre plus commode (il peut y avoir des angles, des distances ou
des combinaisons de ces grandeurs, mais jamais de vitesses). Mais dans tous les cas il faut absolument
que les grandeurs choisies (g1, . . .,q3,) caractérisent de maniére univoque la position du systeme.

3.6 Equations de Hamilton

La formulation des lois de la mécanique a l’aide de la fonction de Lagrange (et des équations
de Lagrange que l’on en déduit) suppose que l’on se donne, pour décrire 1’état mécanique d’un
systeme, ses coordonnées généralisées et ses vitesses généralisées. Cette méthode n’est pas la seule
possible. La description de ’état d’un systeme a l’aide de ses coordonnées et de ses impulsions
généralisées présente aussi de nombreux avantages, notamment pour l’étude de divers problemes
généraux de mécanique. Cette section développe les équations du mouvement (équations de Hamilton)
correspondant a cette méthode.

La fonction L de Lagrange, comme on I’a vu précédemment, est une fonction de 2m variables
indépendantes g; et ¢; (m est le nombre de degrés de liberté). Sa différentielle totale s’écrit

L oL .
dL =Y 5 dai+ ) 5o ddr (3.54)
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En appelant p; = dL/d¢q; les impulsions généralisées, les équations de Lagrange donnent dL/dq; = p;.
Donc on peut écrire la différentielle totale de L sous la forme

dL = sz dgi+ Zpi dg; = Zp, dg; +d(2piqi> — qu dp;, (3.55)

i

en développant le deuxieme terme. Ceci donne finalement
d(ZPiC]i—L) =—Y pidgi+) gidp. (3.56)
i i i
On appelle la quantité sous le signe différentiel la fonction de Hamilton (ou hamiltonien) du systeme :

H(Qapat) :ZPiQi—La (357)

etde I'égalité dH = — Y p;dq; + Y ¢idpi, dans laquelle les variables indépendantes sont les coordonnées
et les impulsions, on tire les équations suivantes :
JoH ) JH

7= , = — 3.58
q o, p 90 (3.58)

Ce sont les équations de Hamilton. Elles constituent un systeme de 2m équations du premier ordre a 2m
inconnues p(t) et g(t), équivalent aux m équations du second ordre obtenues par la méthode de Lagrange.
En effet on vient de voir que si les g;(¢) vérifient les équations de Lagrange alors les couples (p;(t),qi(t))
vérifient les équations de Hamilton. La réciproque se démontre de la méme maniere. On a donc obtenu le
théoréme suivant.

Théoreme (équations canoniques)

Soit le systeme d’équations de Lagrange p = dL/dq, ou p = dL/dq, défini par la fonction de
Lagrange L : R”" x R" xR — R, L(q,q,t) = T — U. Ce systeme est équivalent au systeme de 2m
équations du premier ordre, ou équations de Hamilton,

oH . oH

q_ﬁa p:_Tq’ (3.59)

ou I’application H : R" x R" x R — R, H(q, p,t) = p4— L(q,4,t), est la fonction de Hamilton “.

a. Dans les faits on peut montrer que ce résultat est vrai pour toute fonction L convexe en ¢, et que dans ce cas H est la
transformée de Legendre de la fonction de Lagrange considérée comme une fonction de ¢. En mécanique c’est toujours le
cas puisque la partie de L =T — U qui dépend de g n’est autre que 1’énergie cinétique 7', forme quadratique définie positive
de ¢. Notez cependant que ce résultat est général a tous les problemes variationnels et ne se restreint pas a la mécanique. Cf.
[1] pour plus de détails.

A cause de leur simplicité et de leur symétrie, ces équations sont souvent appelées équations cano-
niques.

3.7 Fonction de Hamilton et énergie

Dans le cadre de la mécanique, comme on I’a vu plus haut, la fonction de Lagrange s’écrit sous la
forme L =T — U ou I’énergie cinétique T est une forme quadratique en g :

1 . .
T=3Yaj@ndd, U=U(q. (3.60)
l'?j

On peut sous ces hypotheéses démontrer le théoreme suivant (a I’aide du théoreme d’Euler sur les fonctions
homogenes, voir [3] ou [1]), qui donne un sens physique a la fonction de Hamilton.
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Théoreme

Sous les hypotheses faites ci-dessus, la fonction de Hamilton H est I’énergie totale :

H=T+U. (3.61)

Ce théoreme de I’équivalence de 1’énergie totale avec la fonction de Hamilton entraine d’importants
corollaires. Par exemple, la loi de conservation de 1’énergie va alors s’exprimer sous une forme simple.

Corollaire

..dH JH . . . .
L’égalité Friai-v est vérifiée. En particulier pour les systemes dont la fonction de Hamilton ne

Jt

dépend pas explicitement du temps (JH /dt = 0), 1a loi de conservation de la fonction de Hamilton,
c’est-a-dire de I’énergie, est réalisée : H(q(t),p(t)) = cste.

Pour montrer ce corollaire, il suffit d’écrire la dérivée de la fonction de Hamilton par rapport au temps
dans laquelle on fait intervenir les équations de Hamilton :

d OH OH OH OHOH OHOH OH OH
&H(Q(t)’p(t)ﬂ‘)_aiqq—i_aipp—i_ﬁ_aiq%_%aiq—ky_ T (3.62)

3.8 Quelques exemples simples
3.8.1 Le pendule simple

Considérons un pendule simple de longueur /, de masse m, en mouvement dans un plan (figure 3.7).
Son mouvement peut étre paramétré par un seul angle 6, que fait la tige du pendule avec la verticale
locale. Pour le pendule simple, I’espace de configuration est de dimension 1 : il peut étre compleétement
paramétré par une seule variable. Comme 0 est un angle, il est périodique de période 27 : I’espace de
configuration du pendule simple est le cercle S = R /27Z.

z=1(1—cos ) : hauteur
au-dessus du point bas

mg

FIGURE 3.7 — Pendule simple.

Appelons g 1’accélération de la pesanteur. En projetant 1’équation de Newton m¥ = —VU + N (N
étant la tension de la tige) sur la direction perpendiculaire a la tige du pendule, on en déduit 1’équation du
pendule :

8

6 = —w’sin, ©=4/7 (3.63)

Passons au calcul de 1’équation du mouvement par la méthode de Lagrange. L’énergie cinétique du
pendule est T = %mlzé2 ; son énergie potentielle est U = mgz = mgl(1 — cos 0). Donc le lagrangien est
L= %mlzé2 —mgl(1 —cos @), et I’équation du mouvement sur 6 est donnée par I’équation de Lagrange

d /JL JL "
—_— —_— _——_— 1 pu— . 4
% (86) 30 ml“0 +mglsin@ =0, (3.64)
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¢’est-a-dire I’équation habituelle déja obtenue ci-dessus, 6 + ®?sin @ = 0, sans avoir eu 2 se soucier de la
tension de la tige : c’est tout I’intérét de la méthode.

3.8.2 Le probléeme de Kepler en formalisme de Lagrange

Le probleme de Kepler est le probleme du mouvement d’un point matériel libre dans un plan, attiré
par un champ central selon la loi de Newton. On peut remarquer, en passant, que ce mouvement n’est
autre qu’une chute libre (nous avons déja traité ce cas de la maniere « classique » a la section 3.3.1),
puisque le mouvement de la chute libre est plan du fait de la conservation du moment cinétique. Ici,
comme le mouvement du point matériel est libre de contraintes et qu’il se fait dans le plan, son espace
de configuration est le plan : il est de dimension 2. Comme déja considéré, les coordonnées naturelles
pour étudier ce probleme sont les coordonnées polaires, car elles s’adaptent trés bien a la fois a la planéité
du mouvement et a la symétrie du champ central. On utilisera donc les coordonnées g; = r et g, = ¢
(figure 3.8).

€\ v=je +rhe,
e,

M

axe de référence

FIGURE 3.8 — Le probleme de Kepler en coordonnées polaires.

Le vecteur vitesse s’écrit dans ces coordonnées # = i-e, + r¢ ey. L’énergie cinétique de la particule
s’écrit T = %miz = %m(i’2 +r2$?) et I’énergie potentielle U (r) = —mp /r. Le lagrangien s’écrit donc

L= %m(f2+r2q'>2) + 2, (3.65)
r

Le mouvement dans les coordonnées (g1, q2) est alors donné par les équations de Lagrange sous la forme
du systeme
mit —mr¢® + @ =0,
g (3.66)

mrz(ﬁ +2mrigp = % (mrz(]ﬁ) =0.

On retrouve les équations de la section 3.3.1 : la seconde exprime que ¢ est une coordonnée cyclique (elle
n’apparait pas dans L), et que son impulsion conjuguée py = mr*@, le moment cinétique, est une intégrale
premiére. L’approche hamiltonienne de ce probleme est développée dans I’annexe B.

4 Probleme a deux corps

Le probleme a deux corps s’intéresse a I’interaction de deux corps massifs se mouvant sous I’influence
de leur attraction mutuelle. Il s’agit du probleme techniquement le plus simple que 1’on puisse envisager
en mécanique céleste, avec des équations dynamiques qui sont intégrables en fonction du temps. La
répartition des masses dans le Systeme solaire fait que I’on peut utiliser 1’approximation a deux corps dans
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un nombre trés important de cas, le plus souvent quand un corps de faible masse orbite autour d’un corps
ayant une masse plus importante (Soleil et planete, Jupiter et ses satellites, Terre et satellite artificiel).

Bien évidemment, ¢’est dans I’approximation a deux corps que I’on démontre le mouvement elliptique
des planetes, en une application simple des lois de la dynamique de Newton.

4.1 Approche képlérienne

M, et M, sont les deux corps de masses m; et my, de centre d’inertie G (figure 4.1). Pour un systéme
isolé, le centre d’inertie G a un mouvement rectiligne uniforme. Le principe de relativité de Galilée permet
de choisir G comme origine d’un repere inertiel Rg. En général on préfere, pour simplifier, choisir comme
origine du systeme de référence un des deux corps; nous allons voir a quel prix.

M, (m3)

y
O (repere galiléen R)

FIGURE 4.1 - Le probleme a deux corps.

— — —
On note r = MM, r1 = GM; et r, = GM;. Sil’on applique le principe fondamental de la dynamique
dans le repere galiléen d’origine O,

d>om, f
m—-—s—=7J2 2 2
a2 o P0G _ _
&0, = g (MO 0] = (mm) TG = fra S0 =0 D)

ma dr2 = fa

d’apres le principe de 1’action et de la réaction, ce qui confirme que R est galiléen. Dans R on a donc

.. . m
my ¥y = f,, et, comme mr| +myr, = 0 implique r, = m1+1m2 r,
2
mymy d°r mymy : . G(my +my
— = o = —Gi3 r soit r= —7( 3 ) r 4.2)
my +my dt 7 73

Dans (4.2), G désigne la constante de la gravitation et non le centre d’inertie. Tout se passe comme si un
référentiel d’origine M, de directions fixes par rapport au référentiel d’origine O, était galiléen pour le
mobile M», a condition de remplacer la masse du corps central par la masse totale m; + m,. On appelle
m* = % la masse réduite du systeme : I’équation (4.2) est celle d’une particule fictive de masse m*
soumise a la force f,;. Si mp < my, alors m* >~ mj, le référentiel barycentrique se confond avec celui

centré sur M| et ’on retrouve la chute libre de la section 3.3 avec u = Gm;.

Dans le cas général, chacun des deux corps décrit dans Rg une conique homothétique de celle du
mouvement relatif (de rapports —my /(m; +m;y) et my /(m; +my), le signe moins traduisant le fait que M,
et M, sont toujours de part et d’autre de G), de foyer G. On s’est donc ramené au cas traité a la section 3.3
avec it = G(my +my) : ¢’est cette valeur qui intervient dans la troisieme loi de Kepler, n’a® = G(m; +m,),
ce qui permet de peser les systemes doubles (étoiles binaires, astéroides binaires, exoplanetes).
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4 Probleme a deux corps

4.2 P’orbite dans I’espace : les éléments orbitaux

A un instant 7, la trajectoire est complétement déterminée par trois coordonnées de position et trois
coordonnées de vitesse : le vecteur d’état comprend donc six parametres. Dans le cas du mouvement
képlérien, il est plus adapté de décrire la trajectoire du mobile en fonction des caractéristiques géométriques
de la conique décrite. La trajectoire d’un satellite est décrite dans un repere non tournant, supposé galiléen,
centré au centre de gravité du corps autour duquel il orbite : la Terre pour les satellites terrestres, le Soleil
pour les sondes interplanétaires durant leur croisieére, Mars pour les sondes martiennes, etc. On utilisera
donc un repere géocentrique équatorial pour décrire le mouvement des satellites terrestres, et un repere
héliocentrique écliptique pour celui des sondes interplanétaires. Ces reperes sont en réalité accélérés,
puisque le corps central est lui-méme attiré par les autres astres ; cette accélération intervient dans les
perturbations dues a un troisieme corps (section 5.8.3).

Par convention, 1’orbite est décrite par les six éléments orbitaux (ou éléments képlériens) suivants
(figure 4.2) :

* a:demi-grand axe de I’orbite (sa taille);
* ¢ : excentricité de I’orbite (sa forme);
* i :inclinaison du plan de I’orbite sur le plan de référence ;

* Q: longitude du nceud ascendant, angle entre la direction de référence v et la ligne des noeuds,
comptée dans le plan de référence;

* @ : argument du périgée (ou du périastre), angle entre le nceud ascendant et le périgée, compté dans
le plan de I’ orbite ;

* 1, (ou 7) : instant de passage au périgé€e; on utilise aussi, de manicre équivalente, 1I’anomalie
moyenne My a une époque donnée.

Les éléments a et e définissent la taille et 1a forme de I’ orbite, i et € I’orientation de son plan dans 1’espace,
o I’orientation de 1’orbite dans ce plan, et le dernier élément fixe la position du satellite sur 1’orbite. La
position courante est repérée par 1I’anomalie vraie v (notée 6 dans le chapitre précédent) ou par I’argument
de latitude u = @ + v, angle entre le nceud ascendant et le satellite.

Z (pole)
A

périgée P

plan de référence (équateur)

N fceud ascendant)

FIGURE 4.2 - Les éléments orbitaux : inclinaison i, longitude du nceud ascendant Q, argument du périgée m,
anomalie vraie V.

Les conventions de signe sont les suivantes : les angles sont positifs dans le sens direct; I’orbite est
décrite dans le sens direct autour de k; le nceud pris pour origine est le nceud ascendant, ou le satellite
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traverse le plan de référence vers le nord; I’inclinaison est comprise entre 0 et 180°, et si 90° < i < 180°
I’orbite est rétrograde (le satellite tourne dans le sens opposé a la rotation de la Terre). Une orbite
d’inclinaison nulle est dite équatoriale, une orbite de 90° polaire. Le moment cinétique par unité de masse
h = r Av est normal au plan de 1’orbite ; sa composante selon 1’axe polaire vaut 2cosi.

Lorsque I’excentricité ou I’inclinaison sont nulles, certains éléments deviennent indéterminés (le périgée
pour une orbite circulaire, le nceud pour une orbite équatoriale). On utilise alors des éléments non singuliers,
comme la longitude du périgée @ = Q + w, la longitude moyenne ¢ = @ + M, ou les éléments équinoxiaux
(a,ecos@,esin®@,tan é cosQ, tan é sinQ, ¢). Les variables de Poincaré de la section 5.6 répondent au méme
souci.

4.3 Rappels sur les coniques

Ce paragraphe rappelle les principales propriétés caractéristiques de I’ellipse, utiles pour comprendre
ce qui suit (figure 3.3 et annexe D) : a est le demi-grand axe; A I’apogée (apoapse), point le plus éloigné
du foyer F' occupé par le corps central ; P le périgée (périapse), point le plus rapproché ; b = IB le demi-
petit axe, I étant le centre ; ¢ = IF la demi-distance focale; ¢ = ¢/a 1’excentricité. Les relations (3.16)
s’appliquent : > =b> + 2, p=a(l—e?),b=aV1—e% r,=a(l —e), r,=a(l +e).

4.4 Parametres cartésiens et parametres képlériens

Il est souvent utile de passer d’un repere cartésien a une description képlérienne, et réciproquement.
Cette section vise a définir quelques outils utiles pour effectuer ces correspondances.

On définit un repere lié a I’orbite et centré au foyer, (O,P,Q,W) (le foyer O étant par exemple le
centre de la Terre) : P est le vecteur unitaire dirigé de O vers le périgée, W = h/h est le vecteur unitaire
normal a 1’orbite, et Q = W A P complete le triedre direct dans le plan de 1’orbite. Dans ce repere, dit
périfocal, 1a position et la vitesse s’écrivent simplement en fonction de I’anomalie vraie :

r=rcosvP+rsinvQ, v:ﬂg[—sinvP—i—(e—l—cosv)Q], r:H_eﬁ. 4.3)

Sil’on note (X,Y,Z) les coordonnées de S dans le repere de référence (géocentrique équatorial, supposé
galiléen) et (x,y,z) = (rcosv,rsinv,0) ses coordonnées dans le repére périfocal, le passage de 1'un a
I’autre est une composition de trois rotations. On rappelle que les matrices de rotation d’angle 6 autour
des axes X et Z s’écrivent

1 0 0 cosf® —sinf O
Rx(0)= |0 cos6 —sinf |, Rz(6)= [ sin@ cos® O]}, (4.4)
0 sin@ cosH 0 0 1

avec la convention active : Rz(0)u est le vecteur u tourné de 6 autour de Z dans le sens direct.

4.5 Passage du repere périfocal au repere galiléen

Pour amener le repere de référence sur le repere périfocal, on tourne d’abord de Q autour de Z (ce
qui amene X sur la ligne des nceuds), puis de i autour de la ligne des nceuds (ce qui amene le plan de
référence sur le plan orbital), puis de @ autour de W (ce qui amene la ligne des nceuds sur P). Ce sont les
trois angles d’Euler classiques, et la matrice de passage s’écrit

X
Y :Rz(Q>Rx(i)Rz((l))
Z

4.5)

N R
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soit explicitement, en notant c et s les cosinus et sinus,

X COCw — SQCiSw —COoSw — SQCiCer  SQS;i X
Y | = | sace tcociSe —SosSe+cCaciCo —CoS; y]. 4.6)
Z SiSaw SiCa Ci Z

Les colonnes de cette matrice sont les composantes de P, @ et W dans le repere de référence; la
troisiéme colonne redonne bien la direction du moment cinétique, W = (sinQsini, — cos Qsini,cosi). La
transformation inverse s’obtient avec la matrice transposée (les matrices de rotation sont orthogonales).
Avec la relation (4.3), on dispose ainsi d’un algorithme complet pour passer des six éléments orbitaux au
vecteur d’état (r,v) a toute date : on calcule M = n(t —1,), on résout I’équation de Kepler pour obtenir E
puis v, on forme r et v dans le repere périfocal, et on applique (4.6). La figure 4.3 résume 1’ensemble des
angles et des vecteurs mis en jeu.

—-
>y
>

plan équatorial du
corps attractif

Sens du / N : noeud ascendant
mouvement

FIGURE 4.3 — Repere de référence (X,Y,Z), direction P du périgée, normale W au plan de 1’orbite et direction S
du satellite, portée par r; les angles Q, i, @ et V relient ces directions. N est la direction du neeud ascendant et N’ le
nceud descendant ; le vecteur Q du repere périfocal n’est pas représenté.

Complément : du vecteur d’état aux éléments orbitaux

Le passage inverse, du vecteur d’état (r,v) aux éléments orbitaux, est tout aussi utile (il est par
exemple le point de départ des équations de Gauss du chapitre suivant). On calcule successivement :

* le moment cinétique h = r A v, d’oui i par cosi = hz/h, et le vecteur nodal N = Z A h, dirigé
vers le nceud ascendant, d’ott Q par cos Q = Nx /N (avec Q > 180° si Ny < 0);

* le vecteur excentricité (ou vecteur de Laplace-Runge-Lenz normalisé), dirigé vers le périgée et
de norme e : A |
VA r
ezi—fszvz—E)r—(r-v)v]; 4.7)
u roou r

12 .

* le demi-grand axe par I’équation des forces vives, - = = — L ;
a roou

* I’argument du périgée par cos® = N -e/(Ne) (avec @ > 180° si ez < 0) et I’anomalie vraie
parcosv =e-r/(er) (avec v > 180°sir-v <0);

* enfin E par tan(E/2) = /(1 —e)/(1 +e)tan(v/2), puis M = E —esinE ett, =t —M/n.
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4 Probleme a deux corps

Le vecteur excentricité est, avec h et 1’énergie, la troisieme intégrale premiere du probleme de Kepler;
c’est sa conservation qui exprime que 1’orbite est fermée et que le périgée ne tourne pas, propriété
trés particuliere du potentiel en 1/r.

4.6 Le repere orbital local

On travaille souvent dans le repere orbital local (R,S,W), 1ié au satellite et qui tourne avec lui
(figure 4.4) : R = r/r est le vecteur unitaire radial, W = h/h le vecteur unitaire normal a 1’orbite,
paralleéle au moment cinétique, et S = W A R le vecteur transverse, dans le plan de 1’orbite et dans le
sens du mouvement. On I’appelle aussi repere (R, T,N) ou repére QSW dans la littérature du CNES
(avec Q radial, S transverse, W normal). C’est dans ce repere que 1’on exprime naturellement les forces
perturbatrices et les manceuvres du chapitre suivant.

R (radial
(radial) ©® W (normal, selon h)

satellite

S (transverse)

FIGURE 4.4 — Le repére orbital local (R,S,W):R=r/r, W =h/h, S =W AR. Le tri¢dre est direct et tourne avec
le satellite; la vitesse a une composante radiale 7 et une composante transverse 7V, jamais de composante normale.

Le passage du repere orbital local au repere galiléen s’obtient a partir de (4.5) en remplacant @ par
I’argument de latitude u = @ + v, puisque R se déduit de la ligne des noeuds par une rotation d’angle u
dans le plan de I’orbite :

X XR
Y ZRz(Q)Rx(i)Rz((l)—l-V) xs | . 4.8)
Z Xw

Dans ce repere, la vitesse a pour composantes vg =7 = /L /pesinv etvg =rv = +/l/p(1+ecosv),
et pas de composante normale.

Complément : les grandes familles d’orbites terrestres

Le tableau 4.1 rassemble quelques orbites d’usage courant autour de la Terre. Les orbites basses
(LEO) sont celles des stations spatiales, de 1’observation de la Terre et des constellations de télécom-
munications récentes ; I’orbite géostationnaire (GEO), circulaire, équatoriale et de période égale au
jour sidéral, permet a un satellite de rester fixe dans le ciel ; I’orbite de transfert géostationnaire (GTO)
est ’ellipse de Hohmann qui relie les deux ; les orbites héliosynchrones et Molniya exploitent les
perturbations dues a 1’aplatissement terrestre (section 5.11 et encadré page 57). La colonne « altitude »
donne I’altitude d’une orbite circulaire, ou les altitudes du périgée et de 1’apogée pour une orbite
elliptique ; on obtient le rayon en ajoutant le rayon équatorial terrestre, R = 6378 km.
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Orbite altitude (km) e i période exemples
LEO (ISS) 400-420 ~0 51,6° 92,8 min 1SS
LEO constellation  480-570 ~0 53° 94-96 min Starlink
Héliosynchrone 700-800 ~(0 98,2°-98,6° 98-101 min  Sentinel-2, Pléiades, SPOT
Molniya 500 x 39900 0,74 634° 11h58 min  Molniya, SDS
GTO (Ariane 6) 250 x 3578 0,73 6° 10 h 32 min satellites GEO avant leur circularisation
MEO (navigation) 20200 ~(0 55° 11h58 min GPS
MEO (navigation) 23222 ~0 56° 14h 05 min  Galileo
GEO 35786 0 0° 23h 56 min  Meteosat, Eutelsat
TABLE 4.1 — Quelques orbites terrestres usuelles.

5 Mouvement a deux corps perturbé

Une application directe du mouvement a deux corps est le cas ou I’on recherche la solution d’un
probleme & deux corps faiblement perturbé. Ce cas est particulierement utile lorsque 1’on s’intéresse au
mouvement réel d’un satellite autour de la Terre. On a vu auparavant que le champ de gravité de la Terre
pouvait s’approcher, en premiere approximation, du champ de gravité créé par un point matériel, dans le
cas ou I’on supposait un corps central de masse volumique fonction du seul rayon. Ce n’est évidemment
pas rigoureusement vrai, et ’on ne peut pas non plus négliger les autres forces qui s’exercent sur un
satellite artificiel. Toutefois, ces forces étant de plusieurs ordres de grandeur inférieures au champ de
gravité central, on appliquera avec efficacité la théorie qui suit.

5.1 Premiere approche

Le mouvement réel d’un objet dans la situation décrite ci-dessus (par exemple, mais pas obligatoire-
ment, un satellite artificiel autour de la Terre) répond a 1’équation suivante :

d2
@' - —%r + a, (5.1)
I —

accélération perturbatrice

attraction centrale
autres forces

terme principal
a, est en général tres faible devant I’accélération principale, et la trajectoire réelle est donc quasi
képlérienne. On travaillera donc plutdt en termes d’écarts a la trajectoire képlérienne. Par rapport a
un probleme classique, la bonne formulation est toutefois celle exprimée en parametres képlériens,
plutdt qu’en parametres cartésiens : les six éléments orbitaux, constants dans le probléme non perturbé,
deviennent des fonctions lentement variables du temps.

5.2 Eléments orbitaux osculateurs

Dans le cas d’une orbite képlérienne, la trajectoire est enticrement déterminée par les six éléments
(a,e,i,Q,w,t,). Ces parametres sont des fonctions des conditions initiales (rg, Vo). Dans le cas d’une
orbite perturbée, on écrit

d’r u dr

— =——=r+a, avec r(t) =ro, —(fo) =vo. 52

dr2 /3 P (to) 05 dt(o) 0 5.2)
A tout instant, on peut calculer les parametres de Kepler « idéaux » a partir du vecteur d’état courant
(r,v), en utilisant les formules du complément de la section 4.5 (moment cinétique h = r A v, vecteur
excentricité, énergie). L’ orbite képlérienne ainsi définie est celle que suivrait le satellite si la perturbation
cessait instantanément ; elle est appelée orbite osculatrice, et ses éléments sont appelés éléments orbitaux
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osculateurs (figure 5.1). Attention, les deux trajectoires sont tangentes mais pas osculatrices au sens géo-
métrique du terme : elles n’ont en général pas la méme courbure, puisque la composante de 1’accélération
normale a la vitesse differe dés que a, n’est pas colin€aire a v.

 (ar)

orbite osculatrice en M,
(képlérienne, tangente en M)

trajectoire réelle perturbée

FIGURE 5.1 - Orbite osculatrice.

53 Equations de Gauss

Puisqu’il existe une bijection entre la formulation cartésienne du mouvement et la formulation selon
les parametres de Kepler, que les parametres de Kepler ne dépendent que des conditions initiales, et
que certaines perturbations sont naturellement formulées selon ces parametres, on va chercher a intégrer
directement les parametres de Kepler de maniere a avoir une intégration « directe » de la trajectoire. Dans
le repére orbital local (R,S,W) de la section 4.6, une accélération perturbatrice pourra s’écrire

a, = Rug+Sus+Wuy (5.3)

ol ug, ug et uyy désignent les vecteurs unitaires R, S et W de ce repere, avec R la composante radiale, S la
composante transverse (dans le plan de I’orbite, dans le sens du mouvement) et W la composante normale
au plan de I’orbite. On va alors chercher a exprimer les dérivées par rapport au temps des parametres de
Kepler (d,¢,1,Q, ®,M) en fonction de ces composantes. On note v I’anomalie vraie, u = @+ v I’argument
de latitude, p = a(l —e?) et h = /U1 p le moment cinétique par unit€ de masse.

Parametre a. On aexprimé a la section 3.3.4 1’énergie mécanique par unité de masse dans le mouvement
elliptique, notée Ej; au chapitre 3 et & ici,

M

2a

La variation d’énergie mécanique est égale au travail de la force perturbatrice. On peut donc écrire, par
unité de masse et de temps,

6.4

& =a, v=(Rug+Sus+Wuy)- (Fug+rvus) =rR+rvS. (5.5)
Si ’on différentie maintenant 1’expression (5.4), il vient & = 2“?6'1. Or, d’apres la section 4.6, 7 =
VHi/pesinvetrv=./u/p(l+ecosv),dou
da 24° 24? 2a3/?
4 _ 29 iRy rvS) =L [esian+ BS] S
e p h u(l—e?)

,
On remarque qu’une force normale a 1’orbite ne change pas le demi-grand axe et que, puisque d =
(2a*/p)a, - v, une force tangentielle (colinéaire a la vitesse) est la plus efficace pour le modifier (c’est la
stratégie des manceuvres tangentielles de la section 5.12).

[esinVR+ (1 +ecosv)S]. (5.6)
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Parameétre e. Le moment cinétique par unité de masse vérifie h* = pa(1 —e?), soit e = 1 — h*/(ua) =
1+2h%& /u®. En dérivant cette expression,

- .
de e”—1 <2h+£>' 5.7)

&t 2 \"n'&
Comme la dérivée du moment cinétique est égale au moment de la force appliquée,

dh

——=rAa,=rSuy —rWug d’ou pri

S 5.8
ar rs, (5.8)

la composante selon ug ne modifiant que la direction de k. En reportant, et apres quelques lignes de calcul,
il vient

de 1, . P

T [psinvR+ ((p+r)cosv+re)S| = m [sinVR+ (cosV +cosE)S], (5.9)
la seconde forme utilisant I’anomalie excentrique (r(cos vV +¢) = pcosE). Ici aussi, une force normale a
I’orbite ne change pas I’excentricité.

Parametre .. L’inclinaison se lit sur la direction du moment cinétique : cosi = hz/h. Seule la composante
normale W fait tourner h : son moment —rW ug fait tourner h autour de uy a la vitesse angulaire rW /h,
et la projection de cette rotation sur la ligne des noeuds est proportionnelle a cosu. Des calculs directs

conduisent a
di  rcos(w+v)

dr h
On constate que les variations de i ne peuvent se produire que sous I’action d’une force normale a I’ orbite,
et qu’elles sont maximales aux nceuds (v = 0 ou 7).

w. (5.10)

Parametre Q. Sil’on exprime le moment cinétique h dans le repére cartésien de référence, on peut
écrire (section 4.5)

h
hx = hsinisinQ, hy = —hsinicosQ, hy = hcosi, et donc tanQ = —h—X. (5.11)
Y

On peut alors dériver Q :

dQ  hxhy —hyhy  sinQhy +cosQhy

B = 5.12
dr h% +h3 hsini ©-12)
En substituant dans cette expression les composantes de A = —rW ug + rSuy, il vient
dQ in(@w+ v
_ M W (5.13)

dt ~ hsini
Le nceud ne bouge que sous 1’action d’une force normale, et I’effet est maximal lorsque le satellite est

le plus loin du plan de référence (u = +m/2). L’expression est singuliére pour i = 0 : pour une orbite
équatoriale, le nceud n’est pas défini.

Parametres @ et M. Les calculs, plus longs, partent de la dérivée du vecteur excentricité, é =
la, Nh+vA(rAa,)] /i, qui n’est plus conservé en présence de perturbation, et de la définition de
I’anomalie moyenne ; on trouvera le détail dans [21] ou [20]. Le résultat complet est le suivant.
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Equations de Gauss. Avec p = a(1 —¢?), h= \/lip,n = +/1/d3, u= o+ et (R,S,W) les compo-
santes radiale, transverse et normale de 1’accélération perturbatrice :
da _ 2a° [ sinvR+ 2 S] (5.14)
— = — e — .
dr h r
de 1 .
E:Z[ps1an+((p+r)cosv+re)S] (5.15)
di rcosu
— = 5.16
dr h (5.16)
dQ  rsinu
i 5.17
dt  hsini (5.17)
do 1 rsinucosi
—=—|— VR invs§| — ——— 5.18
= [—pcosVR+ (p+r)sinvS] —— (5.18)
hd + ! [(pcosv—2re)R— (p+r)sinvS] (5.19)
— =n+— sV —2re)R— r)sin .
dr na?e P =

Il est a noter que ces expressions sont tres générales et ne préjugent absolument pas de la nature de la
force exercée : elles s’appliquent aussi bien aux perturbations naturelles qu’aux poussées des moteurs.
Elles sont singulieres pour e = 0 (le périgée n’est pas défini) et i = O (le nceud n’est pas défini) ; on utilise
alors des éléments non singuliers.

5.4 Equations de Lagrange

On peut simplifier les expressions dans le cas ou les forces perturbatrices dérivent d’un potentiel, ce
qui est vrai pour toutes les perturbations gravitationnelles. On écrit alors 1’accélération perturbatrice sous
la forme a, = V.Z, ou la fonction perturbatrice % est un potentiel au sens des astronomes (1’opposé de
I’énergie potentielle par unité de masse), de sorte que

d*r u
G=v(t+z). 5.20
dr? r (5-20)
En exprimant % en fonction des éléments orbitaux et en projetant son gradient sur le repere orbital local,
les équations de Gauss se transforment en équations ne faisant intervenir que les dérivées partielles de
Z par rapport aux éléments. Ce sont les équations planétaires de Lagrange (1808), avec M = n(t —t,)
I’anomalie moyenne :

da 2 0%
T nadM (5.21)
%_l—ezaﬁ_vl—ezaﬁ (5.22)
dt  na’e oM na’e 0w '
di _ cosi X _ 1 % (5.23)
dt na?V/1—e2sini 00  na?vV/1—e2sini 0Q .
dQ 1 0X
- - @@~ 5.24
dt  na2v/1—e2sini di (5:24)
dia)_\/l—ezi%’_ cosi 87% (5.25)
dr na’e de  na2/1—elsini 0i '
dM 1—e* 0% 2 0%
@ " he 9¢ nada (5:26)

On remarquera la structure antisymétrique de ce systéme : la dérivée de chaque élément fait intervenir
les dérivées partielles de & par rapport aux éléments « conjugués », avec des coefficients opposés (par
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exemple 0% /dM dans a et 0% /da dans M). Cette structure est celle d’un systéme hamiltonien écrit dans
des variables non canoniques ; les variables de Delaunay, ci-dessous, la rendent explicite.

5.5 Equations de Delaunay

Une autre fagon d’étudier I’évolution dynamique du systéme est d’utiliser le formalisme de Hamilton.
Pour cela, considérons deux points massifs M; et M, de masses m; et my, et les vecteurs position
r= MM, = (x,y,z) et vitesse v = (%,y,z) du mouvement relatif. Si I’on introduit 4 = G(m; +my) et la
masse réduite m* = mymy/(m; + my), ainsi que I'impulsion p = m*v, on a déja vu que le hamiltonien
s’identifiait a I’énergie totale du systeme :

2 *
p um %
H = — =m*&. 5.27
Kepler o . m ( )
Les équations de Hamilton, i = V , Hgepler €t p = —V . Hiepler, redonnent bien
m*
=2 p=-Er, (5.28)
m r

on a remplacé les trois équations couplées du second ordre par six équations couplées du premier ordre, et
I’on reconnait un systéme hamiltonien a trois degrés de liberté, dans lequel les coordonnées cartésiennes
gi et les impulsions p; sont conjuguées. Est-ce le cas des éléments orbitaux (a,e,i,Q, ®,1,), qui sont eux
adaptés au probleme képlérien ? De fait non : les équations de Lagrange ci-dessus montrent que leurs
crochets de Lagrange (annexe A) ne sont pas ceux d’un systeme canonique. Toutefois, certaines fonctions
des éléments orbitaux forment des ensembles conjugués : les variables de Delaunay et les variables de
Poincaré.

Les variables de Delaunay sont trois angles et leurs trois moments conjugués (ici par unité de masse
réduite ; il suffit de multiplier les moments par m* pour retrouver les impulsions physiques) :

L= /ua G=+\/ua(l1—e*)=LvV1—e* H=+/ua(l—e*)cosi=Gcosi

G est le moment cinétique par unité de masse et H sa projection sur I’axe polaire. Dans ces variables, le
hamiltonien du probléeme de Kepler s’écrit (annexe B.2.4)

(5.29)

2

Y L .. Cqs
Hg = a2 (par unité de masse réduite), (5.30)
et les équations canoniques
y_é?HK dé_&HK %_BHK di__&HK dﬁ__&HK dﬂ__BHK (5.31)
d dL’ dt 9G’ dt OH’ d 91’ d  dg’ dt  on

donnent immédiatement L. =G=H =0,g=h=0et

2

d_oHk _p_ JE .. (5.32)

dd  JL I3 a’
le hamiltonien ne dépend que d’un seul moment, le systeme est dégénéré (deux fréquences nulles sur
trois), ce qui est une autre fagcon d’exprimer que I’ orbite képlérienne est fermée et fixe dans 1’espace.
En présence d’une perturbation dérivant de la fonction perturbatrice %, le hamiltonien devient J7 =
Hyx —%(l,g,h,L,G,H), ou h et H désignent ici les variables de Delaunay (et non le moment cinétique
ni le hamiltonien), et les équations de Delaunay, L = 0% /dl, [ = n — 0% /JL, etc., sont strictement
équivalentes aux équations de Lagrange, mais avec la structure canonique apparente.
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5.6 Variables de Poincaré

Les variables de Delaunay sont singulieres pour e = 0 (g n’est pas défini) et i = 0 (h n’est pas défini).
Poincaré a proposé de les remplacer par les variables suivantes :

A=M+0+Q y=—-0—Q z=—-Q

A=/la r=yia(1-vi=¢) z=/ua(i—e)(1-cosi) (5.:33)

Ce sont les variables de Poincaré : A (longitude moyenne), ¥ et z sont les coordonnées, et A, I et Z les
moments conjugués correspondants. On note que I' ~ Ae? /2 et Z ~ Ai? /2 pour e et i petits. Les variables
de Poincaré se déduisent des variables de Delaunay par la transformation

A=L I'=L-G Z=G-H
5.34
A=ltgth y=—g—h z=—h (5-34)
et I’on vérifie au passage que
AA+Ty+Zz=LI+Gg+ Hh, (5.35)

ce qui montre que la transformation est canonique (c’est une transformation linéaire de matrice A sur les
angles, et (A’) ! sur les moments, cf. annexe A). Lorsque I’on exprime le hamiltonien du probleme de
Kepler dans les variables de Poincaré, on trouve
2

Hy = —%. (5.36)
On utilise enfin trés souvent les variables cartésiennes associées, (£,1) = v/2I" (cos ¥,siny) et (p,q) =
V/2Z (cosz,sinz), elles aussi canoniques (1) et ¢ étant les coordonnées, £ et p les moments conjugués)
et régulicres en e = 0 et i = 0. Cette formulation, en sus de son élégance, a une importance historique
majeure : c’est grace a elle que Poincaré a pu formuler le probleme des trois corps de maniere a en
étudier la stabilité, et c’est elle qu’utilisent les théories analytiques modernes des perturbations planétaires
(Laskar, chapitre 8).

5.7 Application : les perturbations d’orbite pour les satellites artificiels

On va s’intéresser d’un peu plus pres aux satellites orbitant autour de la Terre. La généralisation du
probléme a deux corps aux orbites proches des planctes suppose que la Terre a une symétrie sphérique
et que la seule force newtonienne s’exerce sur le satellite. Mais la réalité est moins parfaite : la Terre
n’est ni sphérique ni homogene, et tous les autres corps du Systéme solaire exercent une force sur le
couple Terre-satellite. Par ailleurs, un satellite évolue dans un environnement qui n’est pas réellement
vide (atmosphere résiduelle, plasma, vent solaire, rayonnement électromagnétique).

En conclusion, un satellite sur une orbite terrestre est soumis, en plus de la force centrale en /7, &
des forces perturbatrices qui vont I’éloigner de 1’orbite képlérienne théorique. Ces forces sont de deux
types. Les forces conservatives, qui dérivent d’un potentiel, sont essentiellement les forces gravitation-
nelles : harmoniques du potentiel terrestre, marées terrestres et océaniques, attraction luni-solaire et
des autres planetes, auxquelles on ajoute les corrections relativistes. Les forces non conservatives sont
la trainée atmosphérique, la pression de radiation solaire (directe et réfléchie par la Terre), les forces
électromagnétiques, et les forces dues au contrdle du satellite lui-méme (poussées, dégazage, fuites).

5.8 Perturbations gravitationnelles
5.8.1 Harmoniques du potentiel terrestre

On se place dans un repere géocentrique tournant avec la Terre. Un point P est repéré par ses
coordonnées sphériques (r,A,¢), ou A est la longitude géographique et ¢ la latitude (figure 5.2). En
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dehors des masses, le potentiel terrestre est une fonction harmonique et peut étre écrit sous la forme d’une
série d’ harmoniques sphériques :

= (RN, S (RN . .
U, Q)= % [ ) (f) JeP(sin@)+ Y )" <;‘9> Pl (sin@) (Cyjcos jA + Si;sin jA)
k

k=2 =2 j=1
(5.37)
oll Ry est le rayon équatorial de la Terre. Le potentiel est ici pris au sens des astronomes et des géodésiens
(a = VU, soit U = +pu/r pour le terme central), avec le signe opposé a celui du chapitre 3. Les termes de
degré k = 1 sont nuls si 1’origine est au centre de masse.

z (pole)
A

¢ : latitude, 6 = /2 — ¢ : colatitude, A : longitude
(repere lié a la Terre, tournant)

FIGURE 5.2 — Coordonnées sphériques utilisées pour le potentiel terrestre.
Les fonctions P, (X) sont les polyndmes de Legendre et les ij (X) les fonctions de Legendre associées :

1 d* . ood/

PX) = 5 axk [(X2—1)k} ; P/Z(X):(I—XZ)J/Z@Pk(X)- (5.38)
Les premiers polyndmes sont P> (X) = 3 (3X> — 1), P3(X) = 3(5X> —3X) et P (X) = §(35X* —30X>+3).
On distingue (figure 5.4) :

o les harmoniques zonaux Ji, associés aux fonctions Py (sin @) qui ne dépendent que de la latitude
(symétrie de révolution autour de I’axe des pdles); le premier terme, J>» = 1,0826- 1073, qui traduit
I’aplatissement de la Terre (figure 5.3), est plus de quatre cents fois supérieur a tous les autres
(J3=-2,53-10"%,J,=—1,62-10"%);

* les harmoniques tesséraux (j < k) et sectoriels (j = k), de coefficients Cy; et Sy ;, qui dépendent
de la longitude et traduisent les écarts a la symétrie de révolution. Les termes Cy; et Sp; sont quasi
nuls parce que I’axe de rotation coincide, a quelques metres pres, avec 1’axe principal d’inertie ; les
termes Cy = 1,57-107% et S»» = —0,90- 1076 traduisent Pellipticité de 1’équateur (écart de 70 m
entre les deux demi-axes), responsable de la dérive en longitude des satellites géostationnaires.

On trouve parfois les termes Cijcos jA + Si;sin jA écrits sous la forme Jijcos j(A — A;). Les modeles
de champ modernes (EGM2008, EIGEN-6C4, issus des missions GRACE et GOCE) vont jusqu’au
degré 2000 et plus ; pour la mécanique orbitale, quelques dizaines de degrés suffisent, et pour une étude
préliminaire, J, seul.
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a—>b 1
- f= a 29826
a—b=214km
satellite b (polaire) 3
day, —ur/r? a (équatorial) J2 = 1,0826-10

L aplatissement (ici exagéré 60 fois) crée un bourrelet équatorial
qui attire le satellite vers le plan de I’équateur.

FIGURE 5.3 - Aplatissement de la Terre lié au parametre J,.
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FIGURE 5.4 — Représentation des harmoniques sphériques cos(m¢) P} (cos ) jusqu’au degré 3, et de
I’harmonique ¢ = 10, m = 5 (sur la figure, ¢ désigne la longitude A, 0 la colatitude, £ = k et m = j) : la couleur
donne le signe et I’amplitude de la fonction sur la sphere. Les harmoniques zonaux (m = 0) ne dépendent que de la
latitude ; les lignes nodales des sectoriels (m = £) sont des méridiens, si bien que leur signe ne dépend que de la
longitude ; les tesséraux découpent la sphere en damier. Le potentiel terrestre est une combinaison de ces « modes ».

5.8.2 Marées terrestres

Afin de définir le potentiel terrestre, on a considéré que la répartition des masses sur la Terre était
constante en fonction du temps, ce qui est faux. Ce potentiel est une fonction du temps, dépendant
des marées terrestres (solides) et des marées océaniques, elles-mémes forcées par la Lune et le Soleil.
L ordre de grandeur de ces corrections est de 1078 a4 1077 fois le terme central, ce qui est comparable
aux harmoniques statiques de degré élevé. L’étude des variations du potentiel terrestre en fonction du
temps a des implications trés importantes dans I’étude du « systeme » Terre. On peut ainsi suivre, par la
mission GRACE puis par la mission GRACE-FO qui lui a succédé, la fonte des calottes glaciaires, les
variations des nappes phréatiques, la réponse de la Terre aux variations de charge (rebond post-glaciaire)
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ou les redistributions de masse associées aux grands séismes.

5.8.3 Attraction luni-solaire

Pour un corps en orbite terrestre, les forces du Soleil et de 1a Lune sont les actions prépondérantes
par rapport aux autres corps (I’effet de Vénus est environ dix mille fois plus faible que celui du Soleil,
celui de Jupiter pres de cent mille fois). Soient 7" la Terre, P le satellite et B un troisieme corps (Lune
ou Soleil) de parametre gravitationnel g. On note r le vecteur Terre-satellite, rp le vecteur Terre-corps
perturbateur et p = rp —r le vecteur satellite-corps perturbateur. Dans le repére centré sur la Terre, qui
n’est pas galiléen puisque la Terre elle-méme est attirée par B, 1’accélération perturbatrice du satellite est
la différence entre I’attraction de B sur le satellite et ’attraction de B sur la Terre :

Pg r3> 1 r-rg
ag=ug| —=——=| =V, U avec Ug=U < — . (5.39)
B B <pg ]’% rYB B B pB }’%

Le second terme, dit indirect, provient de I’entralnement du repere. Si I’on note ¥ 1’angle entre r et rp,
2 .

on a pé = rlzg (1 — 2% cos Y + :—2>, et le développement de 1/pp en polyndmes de Legendre (fonction
B

génératrice) donne

o0 k 2
-ty <r> Pk(cosw):‘;B—r(3cos2w—1)+... (5.40)

Up 3
"B =2 \"B B

Le terme k = 0 est une constante sans effet et le terme k = 1 s’annule exactement avec le terme indirect.
Comme r < rp, les amplitudes des termes décroissent tres vite et le terme quadrupolaire k = 2 domine :
il suffit en orbite basse, mais en orbite géostationnaire le terme k = 3 de la Lune en atteint encore 16 %,
et les propagateurs précis utilisent 1I’expression exacte (5.39). C’est le terme k = 2, appliqué a la Terre
étendue, qui produit les marées. Les parametres rp et ¥ se calculent en fonction de la date grace aux
éphémérides de la Lune et du Soleil.

5.9 Forces non gravitationnelles
5.9.1 Trainée atmosphérique

Sur les planetes a atmosphere (dont la Terre) il existe une atmosphere résiduelle, fonction de I’altitude.
Bien que ténue, son impact cumulatif est loin d’étre négligeable. La force de trainée s’écrit

1
Fa = _Ep CDSVrel Vreh (5-41)

ou p est la masse volumique de I’atmosphere, Cp le coefficient de trainée (2 a 2,5 en régime moléculaire
libre), S la section efficace du satellite et V. la vitesse du satellite par rapport a 1I’atmosphere, qui
tourne avec la Terre. Le rapport B = CpS/m est appelé coefficient balistique (parfois son inverse);
il vaut typiquement 0,005 4 0,02 m?/kg. La force de portance associée est en général négligeable. 11
convient toutefois de la prendre en compte pour 1’analyse des couples aérodynamiques, essentiellement
en orbite basse. La masse volumique varie énormément avec 1’altitude (figure 5.5) mais aussi avec I’état
de I’atmosphere : succession jour-nuit, saison, et surtout activité solaire (indice de flux Fio 7 et indices
géomagnétiques K, A,), qui peut, a 500 km d’altitude, faire varier p d’un facteur 10 entre minimum et
maximum du cycle de onze ans. Les modeles usuels sont NRLMSISE-00, JB2008 et DTM.

Son impact principal est une décroissance séculaire du demi-grand axe et de I’excentricité (1’ orbite se
circularise). Pour une orbite circulaire, I’équation de Gauss (5.14), avec une composante transverse de
I’accélération égale a —% pBV?, donne la chute de demi-grand axe par orbite,

Adaorbite = —27p Bazv (5.42)
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dont I’ordre de grandeur va du décimetre par orbite vers 700—800 km (activité solaire moyenne) jusqu’a
la dizaine de metres par orbite pour la Station spatiale internationale (vers 400 km, soit une centaine de
metres par jour, compensée par des remontées d’orbite régulieres). En dessous de 300 km, la durée de vie
n’est plus que de quelques semaines : c’est ce qui limite la vie des constellations tres basses et ce qui, a
I’inverse, garantit la désorbitation naturelle des débris.

1000 - 1000 - —— S/m = 0,01 m?kg
S/m = 0,005 m?/kg
800 - Sentinel-2, SPOT 1-5 800 H
g Pléiades, Sentinel-1 ’g
i) i)
=~ 600 ~ 600 -
% Starlink %
3 3
= b=
-+ -+
= 400 < 400
200 - 200 -
T T T T T T T T
10°13 1011 107° 1077 1072 10° 102 10 106
masse volumique p (kg m3) chute de a par orbite (m), Cp=2,2

FIGURE 5.5 — Masse volumique de la haute atmosphere (modele exponentiel par tranches de Vallado [20],
conditions solaires moyennes) et chute du demi-grand axe par orbite qui en résulte.

5.9.2 Pression de radiation solaire

La pression de radiation solaire comporte une composante directe (flux du Soleil). Elle peut également
comporter une composante réfléchie pour les objets en orbite autour de la Terre ou d’une autre plancte
(albédo, auquel s’ajoute le flux infrarouge thermique de la planete). Un flux d’énergie ® (en W/m?)
transporte une quantité de mouvement ®/c par unité de surface et de temps ; la pression de radiation a la
distance p; du Soleil est donc

o L,
c 4mp2c

~454-107°N/m? a1 UA, (5.43)

olt Lo, = 3,83 10?°W est la luminosité du Soleil et @ = 1361 W/m? la constante solaire. La force directe
s’écrit
F=—-PCrSo Usat—Sol (5.44)

ou Cp est le coefficient de réflectivité, entre 1 (absorption totale) et 2 (réflexion spéculaire), Sp la section
du satellite exposée au Soleil et ugy—,s0) le vecteur unitaire dirigé du satellite vers le Soleil. Elle s’annule
bien siir lorsque le satellite est dans I’ombre de la Terre, ce qui introduit des discontinuités délicates a
intégrer. Sa valeur varie tres peu le long de 1’orbite, les rayons incidents du Soleil étant paralleles. La
composante réfléchie par la Terre s’obtient en intégrant sur la surface éclairée de la planéte :

Fa,=PCrSo [ % gsz (5.45)
Terre

ou ¢ est I’albédo local (0,3 en moyenne), 6; et 6, les angles d’incidence du Soleil et d’émission vers le

satellite sur I’élément de surface, et d le vecteur de I’élément vers le satellite. Cet effet vaut 10 & 30 % de

la pression directe en orbite basse. La pression de radiation est la perturbation dominante pour les voiles

solaires, les objets a grand rapport surface/masse (ballons, débris de films multicouches) et elle produit

des variations a longue période (de I’ordre de 1’année) de I’excentricité des orbites GEO et GPS.
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5.10 Ordres de grandeur

Le tableau 5.1 donne quelques ordres de grandeur utiles pour évaluer les perturbations orbitales en
orbite terrestre, pour un satellite de rapport S/m = 0,01 m?/kg.

Accélération (m/s?) Orbite basse (400 km) Orbite géostationnaire
Attraction centrale p/r? 8,7 0,22
Aplatissement J, 1,2-1072 8-107°
Ellipticité de I’équateur (Caz, S22) ~ 1074 ~5.1078
Autres harmoniques (degré > 3) ~3.107 ~ 1078
Attraction de la Lune 1,2-107° 7-107°
Attraction du Soleil 5-1077 3-1076
Trainée atmosphérique 2-107° (activité moyenne) 0

Pression de radiation solaire 6-1078 6-1078
Correction relativiste (Schwarzschild) 2-10~8 1-10710
Marées solides ~3.1077 ~3.10710

TABLE 5.1 - Ordres de grandeur des accélérations perturbatrices en orbite terrestre (S/m = 0,01 m?/kg, Cp = 2,2,
Cg = 1,3). Les perturbations d’origine gravitationnelle de degré k décroissent comme r—*+2)_ celles du troisi®me
corps croissent comme r.

5.11 Quels effets prendre en compte ? L’effet du J,

Pour une étude préliminaire d’orbite terrestre, il convient de prendre en compte, en sus de I’accélération
centrale (probleme képlérien), le terme J> de la perturbation liée au potentiel terrestre. Attention, dans
le cas d’un corps central autre que la Terre, la perturbation liée au J, n’est pas toujours prépondérante :
autour de la Lune, dont le champ est trés irrégulier (J, =2 - 10~* seulement, et des concentrations de
masse, ou mascons, importantes), ou pour les orbites hautes ou I’attraction du troisiéme corps domine.
En général, pour la Terre, on considérera donc d’abord les effets des harmoniques du potentiel terrestre.
Si leur analyse est possible en utilisant la formulation de Gauss, la formulation de Lagrange, qui gere
directement les potentiels, est la plus adaptée.

Le terme J, de la fonction perturbatrice est donné par

2

R 1

%=-Fp <@> P(sing),  Pr(sing) =2 (3sin*@—1). (5.46)
r r

On notera que sin ¢ = sini sin(® + V) (régle de Napier appliquée au triangle sphérique formé par le nceud,

le satellite et sa projection sur 1I’équateur), avec i I’inclinaison de I’orbite, @ I’argument du périgée et v

I’anomalie vraie. D ol

R\ 1
R = %Jz (f) 3 (1—3sin*isin*(@+V)). (5.47)

On peut alors en déduire I’'impact du J; sur les parametres orbitaux en reportant (5.47) dans les équations
de Lagrange et en moyennant sur une orbite (ce qui élimine les termes périodiques, dont I’amplitude reste
de I’ordre de JzRé9 /a, soit quelques kilomeétres). Aprés une orbite, avec p = a(1 —e?) :

( Aora = Apge = Aogi =0

R 2
AorQ = —37J, (;) cosi
3 R\ 2 (5.48)
Apr® = 77[]2 (;9) (Scos?i—1)

2
ApxM =27+ 377:]2 <R§> V1—e?(3cos?i—1)
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soit, en dérives séculaires (figure 5.6),

. 3 R\’ 3 R\’
Q=—"nh (-2 cos1, O="nh|—2 (5coszi—1), (5.49)
2 p 4 p
3 [/Rs)\’
M=n 1+ZJZ <@> \/1—@2(300521'—1)]. (5.50)
p
8 1 — h=400km
—— h =800 km
69 — h=1500km i =634°
4_—h=20200km :

2 héliosynchronisme :
+0,9856 °/j

Q (°/jour)
o
o (°/jour)

| |
o o
] 1
[
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u o
1
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inclinaison i (°) inclinaison i (°)

FIGURE 5.6 — Dérives séculaires du nceud et du périgée dues au J,, pour des orbites circulaires de différentes
altitudes.

On constate donc :

1. que le plan de I’orbite tourne autour de I’axe des pdles, vers I’ouest pour les orbites directes
(1 < 90°) et vers I’est pour les orbites rétrogrades : une orbite basse inclinée a 51,6° (ISS) voit son
nceud reculer de 5° par jour. C’est cet effet que 1’on met a profit pour les orbites héliosynchrones
(ci-dessous);

2. que I’orbite tourne dans son plan (rotation de la ligne des apsides). Cet effet est nul pour deux
inclinaisons dites critiques, i. telles que 5cos?i. = 1, soit i, = 63,4° et 116,6°. C’est I’inclinaison
des orbites Molniya (tableau 4.1) : trés excentriques, avec I’apogée au-dessus de I’hémisphere nord,
elles y « stationnent » huit heures sur douze, et le périgée ne tourne pas;

3. que la période orbitale est modifiée sensiblement : on distingue la période anomalistique (retour au
périgée, 21t /M), la période draconitique (retour au nceud, 27t/ (M + @)) et la période képlérienne.

Complément : orbites héliosynchrones

Une orbite est dite héliosynchrone lorsque son plan tourne autour de 1’axe des pdles a la méme vitesse
que la direction du Soleil, soit 360° par année tropique : Qps = +0,9856°/jour = 1,991 -10"rad/s
(figure 5.7). L’angle entre le plan de I’ orbite et la direction du Soleil est alors constant, si bien que le
satellite survole chaque point a la méme heure solaire locale : conditions d’éclairement répétitives
pour I’observation de la Terre, et thermique simplifiée (les orbites « crépusculaires » 6 h—18 h ne
connaissent d’éclipses, courtes, que pendant deux a trois mois autour d’un solstice). D’apres (5.49),
la condition Q = Qy s’ écrit

2Qup? 2 Qs

7/2 272
3nhR2 _BJZREG\/EG P1-e) (5.51)

cosi = —

La dérive devant étre positive, I’inclinaison est nécessairement rétrograde, i > 90°. Pour une orbite
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circulaire 2 700 km (a = 7078 km, n = 1,060- 1073 rad/s), on trouve cosi = —0,142 soit i = 98,2°;
a 800 km, i = 98,6° ; I’altitude maximale possible est d’environ 5970 km (i = 180°). Les satellites
SPOT, Pléiades, Sentinel-1, -2, -3, Landsat, MetOp et la plupart des satellites météorologiques
défilants utilisent de telles orbites, souvent combinées a une contrainte de phasage : le nombre de
révolutions par jour est choisi rationnel (14 + 3/10 pour Sentinel-2, qui repasse sur la méme trace au
bout de 10 jours et 143 révolutions; 14 +5/26 pour SPOT, cycle de 26 jours).

juin

&

septembre ® ‘ ® mars
Soleil

&

décembre

FIGURE 5.7 - Principe de I’orbite héliosynchrone : le plan de I’orbite (trait rouge, vu par la tranche depuis le
pdle nord de 1’écliptique) tourne de 0,9856° par jour et garde un angle fixe avec la direction du Soleil.
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5.12 Application : les manceuvres
5.12.1 Généralités

Une autre application des perturbations d’orbite concerne celles qui ne sont plus subies, mais cette fois-
ci voulues. Il s’agit des manceuvres. Les manceuvres servent a réaliser les transferts orbitaux, a corriger
apres I'injection par le lanceur I’orbite d’un satellite artificiel pour atteindre 1’ orbite finale opérationnelle,
a contrdler I’orbite (et éventuellement 1’attitude) durant toute la durée de vie, a corriger les perturbations
de toutes sortes sur le satellite (en particulier pour asservir la position du satellite sur I’orbite képlérienne
«idéale »), et en fin de vie a désorbiter le satellite ou a le placer sur une orbite cimeti¢re. L’ objectif est
cette fois-ci de changer la vitesse du satellite, afin de changer sa trajectoire.

Les modifications du vecteur vitesse sont effectuées a 1’aide de systemes propulsifs qui fournissent une
poussée au satellite. Pour la propulsion chimique (poudre, ou liquide monoergol ou biergol), la poussée
est due a I’éjection des gaz de combustion par les tuyeres. Dans le cas de la propulsion électrique, les
propulseurs ionisent un gaz rare (le xénon, ou de plus en plus le krypton) et I’éjectent en 1’accélérant a
I’aide de champs électriques ; la vitesse d’éjection est cing a dix fois plus élevée (15 a 40 km/s contre 2 a
4,5 km/s), mais la poussée tres faible (de quelques dizaines a quelques centaines de millinewtons). Dans
les deux cas, la manceuvre consomme une certaine masse d’ergols, donnée par 1’équation de Tsiolkovski,

AV =v,In =2 = gol,,In =2 (5.52)

ou v, est la vitesse d’éjection, I, I'impulsion spécifique (en secondes) et mg, my les masses avant et
apres la manceuvre : toute manceuvre diminue la masse du satellite. On doit donc prévoir tous les ergols
nécessaires pour la durée de vie du satellite. Or un lanceur est caractérisé par la masse maximale qu’il
peut emporter, et les satellites et sondes spatiales ont une masse limitée : il y a nécessité de minimiser
la masse d’ergols a bord et donc d’optimiser les manceuvres. Le bilan de AV d’une mission en est la
grandeur caractéristique.

Suivant les types de propulsion, la durée d’actionnement des propulseurs peut varier. Sauf en ce qui
concerne les moteurs électriques, la durée de poussée est faible devant la période orbitale : on fait en
général I’approximation que la poussée est impulsionnelle, c’est-a-dire que si I’on suppose que la vitesse
du satellite est V a ¢, alors a t + dr la vitesse sera V + AV, la position n’ayant pas changé. La propulsion
électrique conduit au contraire a des transferts a poussée continue, en spirale, qui durent plusieurs mois
(mise a poste des satellites géostationnaires « tout électrique », missions SMART-1, Dawn, BepiColombo,
Psyche) et dont I’optimisation releve de la théorie du contrdle optimal.

5.12.2 Mancuvres usuelles

Principe des manceuvres. Considérons un satellite a la date . Sa trajectoire est définie par un couple
position-vitesse (r,v). On réalise un incrément de vitesse AV qui le fait passer sur une autre orbite définie
par le couple (r,v+ AV). La nouvelle orbite ainsi définie passe donc nécessairement par le point de
I’orbite initiale ou a été réalisée la manceuvre : une manceuvre impulsionnelle unique ne peut relier que
des orbites sécantes.

Modification de la forme de I’orbite. Il faut que I’incrément de vitesse soit inclus dans le plan de
I’orbite (figure 5.8). Soit une orbite initiale O de demi-grand axe a; et un point M sur cette orbite, de

2
rayon r. Si V1 est la vitesse de M sur Oy, ’équation des forces vives donne ‘% -£= —2%. On réalise
2
une poussée impulsionnelle V, = V| + AV ; sur la nouvelle orbite, V% -E= —2%2 (méme r). Il vient trés
simplement
1 1
V}=VZ+AV?+2AVVicosa  soit L [ — ] = AV?4+2AV V; cos @, (5.53)
aq ar
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ol « estI’angle entre AV et V1. Supposons que 1’on cherche a réaliser un incrément Aa donné : 1/a; —1/a
est fixé, et le AV nécessaire est minimal pour & = 0. Donc, pour modifier le demi-grand axe, on pousse
tangentiellement, et le plus efficacement 1a ou V; est la plus grande, c’est-a-dire au périgée (effet Oberth).

nouvelle orbite O (ar > ay)

Vo=V +AV
AV

Vi
M (périgée)

orbite initiale O; (a;)

FIGURE 5.8 — Manceuvre impulsionnelle dans le plan de I’orbite.

Pour une petite impulsion tangentielle au périgée, la différentiation de I’équation des forces vives
2 c _z . z ’ : ’ 74 A
donne da = %V dV; le périgée est inchangé, et comme r, = 2a — r), 'altitude de I’apogée est relevée de

4 2
Azy = %vp AV. (5.54)

On a ainsi relevé 1’apogée de ’orbite, et augmenté a la fois le demi-grand axe a et 1’excentricité e.
Si 'on veut abaisser 1’altitude de I’apogée, il faut pousser au périgée a 1’opposé de la vitesse. Pour
modifier I’altitude du périgée, on se place de la méme facon a 1’apogée et on pousse selon la vitesse :
Az, = z‘ML%V[, AV. Cette manceuvre est moins efficace (V, < V),) mais elle est nécessaire, en particulier si
I’on veut circulariser une orbite.

5.12.3 Transfert de Hohmann

Il s’agit d’une stratégie de transfert entre deux orbites circulaires coplanaires, de rayons ry et rp > ry,
proposée par Walter Hohmann en 1925. Comme il n’y a pas d’intersection entre les orbites, deux
manceuvres sont nécessaires : on passe par une orbite de transfert, I’ellipse tangente aux deux cercles, de
périgée r| et d’apogée r,, donc de demi-grand axe a; = (r; +r2)/2 (figure 5.9).
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orbite finale r;

orbite
initiale r;

Vitesses a 1’échelle, pour r, =2,4ry.

FIGURE 5.9 - Transfert de Hohmann entre deux orbites circulaires coplanaires : deux impulsions tangentielles,
AV au périgée de I’ellipse de transfert et AV, a son apogée, une demi-période de transfert plus tard.

La vitesse sur I’orbite initiale est V.; = //r;. La premiére impulsion AV}, tangentielle, porte la
vitesse a la vitesse au périgée de I’ellipse de transfert :

2w 2 2
AV = R TRy 2 ). (5.55)
r r—+nr " ri+nr

Puis on attend d’arriver a 1’apogée, une demi-période de transfert plus tard, soit ty = 7+/a; /i, et on
applique AV, pour circulariser :

2 2 2
N/ LY b . c2<1—\/ d ) (5.56)
rn roorn+n ro+r

La nouvelle orbite est circulaire au rayon souhaité. C’est la stratégie optimale en AV total parmi les
transferts a deux impulsions ; pour des rapports r; /r; supérieurs a 11,94, un transfert bi-elliptique a trois
impulsions (passant par un apogée intermédiaire tres élevé) devient 1égeérement plus économique, au prix
d’une durée bien plus longue. Le coiit relatif AV /V,; passe par un maximum de 0,536 pour r,/r; = 15,58
(figure 5.10) : au-dela, il est paradoxalement moins cofiteux d’aller plus loin.
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FIGURE 5.10 - Coit du transfert de Hohmann en fonction du rapport des rayons. Le point vert correspond a
I’application numérique ci-dessous (de I’orbite basse a 400 km a 1’orbite géostationnaire, r,/r; = 6,22).
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Application numérique : de ’orbite basse a I’orbite géostationnaire. Pour r; = 6778 km (400 km
d’altitude) et r, =42 164 km : V,; =7,67km/s, V.o = 3,07km/s, a, = 24471 km; la vitesse au périgée de
transfert est 10,07 km/s, d’ot AV} =2,40km/s; la vitesse a I’apogée est 1,62 km/s, d’out AV, = 1,46km/s.
Le total vaut 3,85 km/s et le transfert dure 5 h 17 min. En pratique, le lanceur injecte directement sur
I’orbite de transfert (GTO) et le satellite réalise lui-mé&me la circularisation, en plusieurs poussées d’apogée
pour la propulsion chimique, ou en plusieurs mois de spirale pour la propulsion électrique. Il faut y ajouter
le changement d’inclinaison, d’un angle au moins égal a la latitude de la base de lancement (5,2° pour
Kourou, 28,5° pour Cap Canaveral), que I’on combine avec AV, a I’apogée.

5.12.4 Modification du plan de ’orbite

Pour modifier simplement 1’inclinaison de 1’orbite (sans modifier ni sa forme ni son orientation), il
faut que la manceuvre ait lieu a I’'un des nceuds de I’ orbite. Soit une orbite initiale O; d’inclinaison i ;
on réalise la manceuvre au nceud N. Comme on veut juste changer I’inclinaison, on impose V, = V;; la
rotation du plan autour de la ligne des nceuds laisse inchangée la composante radiale de la vitesse et fait
tourner de Ai sa composante transverse Vs = rv, d’ou (figure 5.11)

¥
AV :ZVSsinEI A= ip—ij, (5.57)

avec Vg =V pour une orbite circulaire ou lorsque le nceud est un apside.

V5 (inclinaison i)

A AV

V| (orbite d’inclinaison i)

Y

noet?d N

Triangle isocele : AV = 2V sin(Ai/2).
Pour Ai = 28°, AV = 0,48V : trés coiiteux.

FIGURE 5.11 — Manceuvre hors plan : changement d’inclinaison au nceud d’une orbite circulaire (Vs = V), dans le
plan horizontal local.

Le AV sera minimal, a Ai donné, si Vg = h/r est minimale : on a donc intérét a effectuer la correction
d’inclinaison a I’apogée, et si possible a un apogée trés élevé (c’est I'une des raisons d’étre des orbites de
transfert « super-synchrones »). Par ailleurs, étant proportionnelle a Vg, cette manceuvre est trés cofiteuse
en ergols : changer de 1° I’inclinaison d’une orbite basse cofite 134 m/s, soit autant que plusieurs années
de maintien a poste. De la méme facon, les corrections de € sont coliteuses (on pousse alors au point de
latitude extréme). On limitera donc les manceuvres « hors plan », et 1’on choisira des le lancement 1’azimut
qui donne I’inclinaison voulue.

5.12.5 Modification de I’orientation de I’orbite dans son plan

Si I’on veut modifier I’argument du périgée @ sans toucher aux autres parametres (et donc laisser
la forme de I’ orbite inchangée), il faut conserver le module de la vitesse (pour ne pas modifier a) mais
aussi le moment cinétique orbital (pour ne pas modifier p, donc e). On utilisera une méthode géométrique
pour déterminer la manceuvre (figure 5.12) : I’ orbite initiale et I’orbite tournée de 6 se coupent en deux
points M; et M,, d’anomalies vraies v = 6 /2 et v = 0 /2 + 7 sur I’orbite initiale (—0/2 et —0/2+ 7
sur la nouvelle). En ces points, les normes des vitesses sont égales (méme r, méme a), les composantes
transverses sont égales (méme h) et les vitesses radiales, V, = /1 /pesinv, sont opposées. En appliquant
un AV radial égal a —2V,, on ne change que I’orientation de la vitesse, donc 1’orientation de la ligne des
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apsides. Pour faire tourner la ligne des apsides d’un angle 0, il faut donc fournir un AV radial de module

0
AV =2, /Fesin? (5.58)
p 2

aux points de I’orbite initiale d’anomalie vraie 6 /2 ou 6 /2 + .

nouveau périgée

M_ v,

AV = -2V,

périgée initial

FIGURE 5.12 — Modification de I’argument du périgée par une impulsion radiale.

5.12.6 Modification de la date de passage : le phasage

On peut également vouloir modifier I’horaire de passage d’un satellite au-dessus d’une zone parti-
culicre, ou sa position sur I’orbite par rapport a un autre satellite : il faut alors modifier z, (ou M) sans
changer les autres éléments. Or on a vu que la période d’un satellite est reliée au demi-grand axe par la
troisieme loi de Kepler, T2 /a® = cste. On pourra donc, pour « retarder » le satellite, passer temporairement
sur une orbite de période plus longue (impulsion tangentielle positive, qui releve 1’apogée en gardant
le périgée au méme endroit), y effectuer N révolutions, puis revenir sur I’orbite initiale par I’impulsion
opposée. Le décalage accumulé est NAT, avec AT = 37m+/a/ 1L Aa; pour « avancer » le satellite, on passe
au contraire sur une orbite plus basse. On utilise ce principe pour les rendez-vous en orbite (ravitaillement
de I’ISS, qui se fait toujours par le bas), pour la mise a poste des constellations de satellites et pour le
repositionnement des satellites géostationnaires en longitude.

5.13 Sphere d’influence et assistance gravitationnelle

Complément : trajectoires interplanétaires par coniques juxtaposées

Une sonde interplanétaire est soumise a la fois au Soleil et aux planctes. La méthode des conigues
Jjuxtaposées (patched conics) consiste a découper la trajectoire en arcs képlériens successifs, chacun
rapporté a un seul corps central : héliocentrique en croisiere, planétocentrique au voisinage de chaque
planete. La frontiere est la sphere d’influence de la planéte, de rayon

mp 2/5
rsy >~ ap 5 (559)

distance a laquelle le rapport de la perturbation solaire a 1’attraction de la planéte, dans le mouvement
planétocentrique, est égal au rapport de la perturbation planétaire a 1’attraction du Soleil, dans le
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mouvement héliocentrique (Laplace). Elle vaut 0,93 million de km pour la Terre, 0,58 pour Mars
et 48 millions de km pour Jupiter; on notera qu’elle est plus petite que le rayon de Hill du chapitre
suivant (1,5 million de km pour la Terre), qui répond & une autre question.

Dans le repere de la planete, la sonde arrive de I’infini avec une vitesse V et suit une hyperbole; elle
ressort avec une vitesse V5 de méme module mais déviée d’un angle § qui dépend de la distance de
survol r, (figure 5.13) :

. 1
sin — =

—_— 5.60
2 e 1+r,VZ/up (5.60)

Dans le repere du Soleil, la vitesse de la sonde est VE=Vp+ Vf, : la rotation de V., change le module
de la vitesse héliocentrique, de AV = 2V, sin(6/2) au maximum. C’est I’ assistance gravitationnelle
la sonde gagne (ou perd) de I’énergie orbitale aux dépens de la planete, sans dépenser d’ergols. Un
survol de Jupiter a 5R; avec V.. = 10km/s dévie de 102° et peut modifier la vitesse héliocentrique
de 15,6 km/s au plus, davantage que tout étage supérieur : c’est ainsi que Voyager 1 et 2, Cassini ou
New Horizons ont atteint le Systeme solaire externe (Juice, lancée en 2023, doit atteindre Jupiter
en 2031 grace a des survols de la Terre et de Vénus), et que BepiColombo et Parker Solar Probe, a
I’inverse, ont freiné pour approcher Mercure et le Soleil. Le passage dans la sphere d’influence dure
quelques jours pour une planete tellurique, mais plusieurs mois pour Jupiter (une centaine de jours
dans I’exemple ci-dessus) : a I’échelle de la croisiere héliocentrique, qui dure des années, tout se
passe comme une impulsion instantanée.

~. sphere d’influence

Dans le repere du Soleil : VE=Vp+Vi;

. g _
Dans le repére de la planéte : hyperbole, la rotation de V.., change le module de V :ici [VF| > [V ™|

|VE| = |V, déviation §

FIGURE 5.13 — Assistance gravitationnelle : hyperbole dans le repére de la planete (a gauche) et triangle des
vitesses dans le repere héliocentrique (& droite).

Le point de départ de tout calcul de mission est le V., de départ (ou son carré, le C3 = V2, en km?/s?,
que les lanceurs spécifient) : pour un transfert de Hohmann Terre-Mars, la vitesse héliocentrique
au départ doit étre 32,7 km/s contre 29,8 km/s pour la Terre, soit V., = 2,9km/s et C3 = 8,7 km?/s?;
depuis une orbite basse, I'impulsion d’injection vaut AV = {/V2+ V2 — V. = 3,6km/s, et le voyage
dure 259 jours. Les fenétres de lancement vers Mars reviennent tous les 26 mois (période synodique).

6 Le probleme a trois corps restreint

Contrairement au probleme a deux corps, et malgré son apparence simple, le probléme a trois corps
n’admet pas de solution analytique générale. Tous les efforts pour le réduire, par tout ce que la science a
compté de grandes figures (on peut citer Euler, Lagrange, Laplace, Jacobi, Le Verrier, Hamilton, qui se
sont attaqués au probléme), sont restés vains, et Poincaré a montré en 1890 pourquoi : le probléme n’est
pas intégrable, au sens ou il n’existe pas d’intégrales premieres analytiques en nombre suffisant (Bruns,
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1887, ’avait déja établi pour les intégrales algébriques). Sundman a bien donné en 1912 une solution sous
forme de série convergente, mais sa convergence est si lente qu’elle est inutilisable en pratique. Seules
quelques configurations particulieres admettent des solutions exactes :

* les solutions homographiques d’Euler (1767), ou les trois corps restent alignés, et de Lagrange
(1772), ou ils forment un triangle équilatéral, chacun décrivant une conique de foyer le centre de
masse : ce sont les ancétres des points de Lagrange étudiés dans ce chapitre ;

* plus récemment, des orbites périodiques remarquables comme le « huit » de Chenciner et Montgo-
mery (2000, [27]), ol trois masses égales se poursuivent sur une méme courbe en forme de 8.

Le probleme de Pythagore (trois corps initialement au repos aux sommets d’un triangle 3-4-5, avec des
masses 3, 4 et 5) et le probleme de Copenhague (cas du probléme restreint circulaire, présenté plus bas,
ol les deux corps principaux ont la méme masse) sont au contraire des cas d’école du chaos a trois corps,
qui ne se traitent que numériquement. Toutefois, I’arrivée des calculateurs et des méthodes d’intégration
numérique a bien fait bouger les lignes. On peut maintenant, sur d’assez longues périodes, intégrer
numériquement les équations différentielles du mouvement.

Il reste un cas particulier ou I’on peut effectuer des simplifications analytiques : c’est le cas ou la
masse de I’un des corps est négligeable devant celle des deux autres. On parle de probleme a trois corps
restreint.

6.1 Introduction et hypothéses

Au premier abord, le probléme a trois corps circulaire restreint, ou les trajectoires des deux corps
principaux sont circulaires et ol la masse du troisieéme corps est négligeable devant les deux autres, semble
tres restrictif. En pratique, la hiérarchie des masses dans le Systéme solaire (cf. section 1.4.1) fait que
cette approximation donne de bons résultats, pertinents pour une classe trés importante de problémes :
sondes spatiales dans le systeéme Terre-Lune ou Soleil-Terre, astéroides troyens, cometes perturbées par
Jupiter, satellites irréguliers des planetes géantes.

Premier jeu d’hypothéses. Les corps sont considérés comme des masses ponctuelles, et m < mj,
m < my. Dans ces conditions, M n’a pas d’effet sur P; et P,. On peut donc supposer que (P, P;) est
un systeme isolé a deux corps, identique a celui utilisé dans la section 4.1. On se ramene donc au cas
précédent, et I’on va traiter le probleme dans un référentiel (0,X,Y,Z) 1ié au centre de masse de P; et P» ;
ce référentiel est galiléen. Le moment cinétique du systéme est constant :

. . —

H=mp,A\Np,+myp, \p, = cste avec mip,+mp, =0, (6.1)
oup; = O?ﬁ Les moments cinétiques de P; et P, sont donc constants et paralleles, H; = ml"fmzH et
H, = mermzH’ et P et P, évoluent dans le méme plan (0,X,Y).

Deuxieme jeu d’hypotheses. Les orbites des points P; et P, sont supposées circulaires. Cette condition,
qui peut sembler restrictive, s’applique de fait a de nombreuses situations en mécanique céleste, comme par
exemple les couples Terre-Lune (e = 0,055), Soleil-Terre (e = 0,017) ou Soleil-Jupiter (e = 0,049) : les
excentricités des orbites des planetes sont faibles. On considere donc un point M de masse m négligeable
devant m, et my, et ’on note d la distance constante P, P, (figure 6.1).
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[0} y
/ 4

M (m < my,my)

r r

r
(0]
T X (tournant)
Py (m)) /’ o Prm)

a N X (inertiel)

Le repere (O, x,y,z) tourne 2 la vitesse Q = \/G(my +my)/d? :

Py et P, y sont fixes.

FIGURE 6.1 — Le probleme a trois corps restreint dans le repere tournant (synodique) ; O est le barycentre de Py et
b.

1 L. —_— — —
Dans le repére galiléen Rg = (0,X,Y,Z), on peut écrire, en notant r = OM, ry = PLM et r, = P,M,

d*r

mi my
— =—G—r—G—r. 6.2
a2 7 ri E r (6.2)

Pour s’affranchir des mouvements des corps principaux P; et P>, on écrira le mouvement de M dans un
repére tournant 1ié a Py et P, dit repere synodique. On définit Q = Q e, la rotation instantanée de ce repeére
tournant, noté Ro = (0,x,y,z), par rapport a Rg. Compte tenu des hypotheses précédentes, Q est de
direction inertielle fixe et de norme constante, donnée par la troisiéme loi de Kepler : Q> = G(m| +my)/d°.
On notera 6 /8t la dérivée par rapport au temps dans le repere tournant ainsi défini. La composition des
dérivations donne

d 5 d? 52 5
IO yoar SE =20 an ) tan@nr), (6.3)
dt |, Ot g, d? . 6% g, ot |,
et donc, dans le repere tournant,
52 6
O =M -G 200 | —@A(@AT). 6.4)
1% |, n ) o1 |g,,

Les deux derniers termes, opposés des accélérations de Coriolis et d’entrainement de la formule de
composition ci-dessus, sont les accélérations d’inertie de Coriolis et d’entrainement (centrifuge). Comme
—QA(QAF) =Q?(xe,+yey), on peut regrouper les forces gravitationnelles et la force centrifuge en un
seul gradient :
&%r or
~5| =-VU-2QAn -
ot? |p ot
Q
Quelques remarques sur cette fonction U : ¢’est une fonction de x, y, z dans le repére tournant, indépendante
du temps; ce n’est pas le potentiel gravitationnel, mais un potentiel effectif qui inclut le terme centrifuge ;
enfin la force de Coriolis, qui dépend de la vitesse, n’en dérive pas, mais elle ne travaille pas.

1
avec U(x,y,z) = -G <ml + n12> - =07 (x2 —i—y2) . (6.5)

Ro r mn 2

Si I’on projette 1’équation (6.5) sur la vitesse relative v = 6r/dt, le terme de Coriolis disparait, et
ov dUu d [v?
.7:—VU- = — :> —_— —_— U :0. 6.6
Vst VST dr ( 2" > ©6)
On obtient donc une intégrale premiere :
mp

V42U =—-C  soit v =2G <m‘+

> +Q* (¥ +y%) —C. (6.7)
1 rn
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6 Le probleme a trois corps restreint

6.2 Intégrale de Jacobi

L expression | v2 42U = —C |s’appelle Iintégrale de Jacobi, et la constante C, qui ne dépend que

des conditions initiales, la constante de Jacobi. On I’appelle parfois I’intégrale de 1’énergie relative.
Attention : ¢’est bien une intégrale premiere du mouvement (la seule que possede le probléme a trois corps
restreint, comme 1’a montré Poincaré), mais ce n’est pas [’énergie du corps M, qui n’est pas conservée
dans le repere inertiel puisque les corps principaux, en tournant, travaillent sur lui; le moment cinétique
de M n’est pas non plus conservé. Une seule intégrale ne suffit pas a intégrer un systeme a trois degrés de
liberté, mais elle fournit tout de méme des informations importantes.

Pour simplifier les écritures, on introduit des variables sans dimension : la distance d comme unité de
longueur, 1/Q comme unité de temps, et le paramétre de masse

my 1
=—< -, 6.8
= =2 (6.8)
de sorte que G(m; +my) =1, Q =1, et que P; (masse 1 — i) et P, (masse (1) sont situés sur I’axe x aux
abscisses — U et 1 — u. Attention, dans ce chapitre y désigne ce rapport de masses et non le parametre

gravitationnel. L’intégrale de Jacobi s’écrit alors

2

2(1 — 2 ro=y/(x+p)?+y*+2
V=212 (1-p)  2u \/

+ — —C avec
r rn

(6.9)

r= = LR+ 2

Pour le systéme Terre-Lune, 4 = 0,01215; pour Soleil-Terre, u = 3,0- 107%; pour Soleil-Jupiter, y =
9,5-1074.

Exemple 1 : surfaces de vitesse nulle. L’intérét de la constante de Jacobi peut s’apprécier simplement
en considérant les surfaces ou la vitesse relative de la particule est nulle, 2U + C = 0. Puisque v >0, le
mouvement ne peut avoir lieu que dans la région —2U > C, c’est-a-dire
2(1— 2
Q](x,y,z)5x2+y2+w+—u20 (6.10)
r r

La figure 6.2 donne une image de —Q; = 2U, c’est-a-dire du potentiel effectif au facteur 2 pres, vu
comme un relief : deux puits profonds aux positions des corps principaux, entourés d’une créte circulaire
au-dela de laquelle le terme centrifuge fait redescendre le relief, et cinq points critiques, trois cols et deux
sommets, qui sont les points de Lagrange.
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6 Le probleme a trois corps restreint

Relief de —Q,=2U (probleme restreint circulaire, y=0,1)

X 1,0

1,5

FIGURE 6.2 — La fonction —Q;(x,y) = 2U (potentiel effectif au facteur 2 pres) du probléme restreint circulaire
(1 = 0,1 pour la lisibilité), représentée en relief et en courbes de niveau. Les cols Ly, Ly, L3 sont sur 1’axe des deux
corps, les sommets L4 et Ls aux sommets des triangles équilatéraux.

Les surfaces Q; = C, dites surfaces de vitesse nulle ou surfaces de Hill, limitent les régions accessibles
a M pour une valeur donnée de C, quelle que soit la complexité de sa trajectoire. Si I’on se restreint au
plan du mouvement, leur intersection avec le plan (x,y) donne les courbes de vitesse nulle de la figure 6.3,
tracées pour le systeme Terre-Lune. Pour C grand (énergie relative faible), la particule est confinée soit
pres de la Terre, soit pres de la Lune, soit tres loin des deux : les trois régions sont séparées. Quand
C décroit, un premier col s’ouvre en L; entre la Terre et la Lune (Cy, = 3,188), puis un second en L,
derriere la Lune (Cy, = 3,172), qui permet de s’échapper, puis un troisieme en L3 (Cr, = 3,012); enfin,
pour C < Cp, = 2,988, tout le plan est accessible. C’est ainsi que les transferts Terre-Lune a faible énergie,
comme celui de la mission SMART-1 ou des CubeSats d’ Artemis I, exploitent I’ouverture du col L.
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C=3,30>Cy, : Terre et Lune isolées C=3,184~Cy, : le col L, s'ouvre
1,0 4 1,0 A
0,5 0,5 -
0,0 - 0,0 1 X o *
-0,5 -0.5 7
-1,0 - =1,0
zone interditeNgrisée) : Q;(x,y)<C
T T T T T T T T T T T T T T
-1,5 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 1,5 -1,5 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 1,5
C=3,168~Cy, : L, s'ouvre, fuite possible C=3,008~Cy, : L3 s'ouvre
1,0 H 1,0 H
0,5 0,5
L L Ly
0,0 4 0,0 X Y x'®o x~
-0,5 -0,5
-1,0 —-1,0
T T T T T T T T T T T T T T
-1,5 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 1,5 -1,5 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 1,5

FIGURE 6.3 — Courbes de vitesse nulle du systeme Terre-Lune (1 = 0,01215) pour quatre valeurs de la constante
de Jacobi. Les zones grisées sont interdites.

Exemple 2 : les points de Lagrange. Le tracé des surfaces de vitesse nulle fait apparaitre cinq points ou
le gradient du potentiel effectif U est nul. Ces cinq points, solutions de 1’équation VU = 0, sont des points
d’équilibre dans le repere tournant : une particule qui y est placée sans vitesse relative y reste indéfiniment,
tournant avec les deux corps principaux (figures 6.4 et 6.5). Ce sont les points de Lagrange L; a Ls. On
montrera dans les sections suivantes que les points L;, L, et L3, situés sur I’axe des deux corps, sont des
points d’équilibre instables (ce sont des cols du potentiel effectif), tandis que les points Ly et Ls, aux
sommets des triangles équilatéraux, sont stables pour u assez petit, bien qu’ils soient des maxima du
potentiel effectif U (donc des minima de Q; = —2U) : c’est la force de Coriolis qui les stabilise.
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Courbes de niveau de Q,(x,y) et points de Lagrange (¢x=0,0121)

1,0

0,5 1

~ 0,0+

-0,5 -

—1,0 +

T T T T T T T
-1,5 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 1,5
x (repere tournant, unité d)

FIGURE 6.4 — Courbes de niveau de €; et position des cinq points de Lagrange, ici pour y = 0,0121 (Terre-Lune).
Il en existe de similaires pour tout couple de corps : Soleil-Terre, Soleil-Jupiter, etc.

FIGURE 6.5 - Les cinq points de Lagrange du systeme Soleil-Terre sur le relief du potentiel effectif : les fleches
indiquent le sens dans lequel une particule 1égerement écartée de 1’équilibre commence a glisser (crédit :
NASA/WMAP Science Team).

6.3 Position des points de Lagrange L, et Ls : approche géométrique

Ce paragraphe vise a donner une premiere approche de la localisation des points de Lagrange L4 et
Ls, dans le cas simple du probléme circulaire restreint, par un raisonnement de statique dans le repere
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tournant. Soient deux corps M) et M, de masses m; et my, O le centre de gravité de ces deux masses
et d = M{M,. P est un point de masse m négligeable par rapport a m; et my (les corps notés Pj, P; et
M a la section 6.1 sont notés ici M, M; et P). On se place dans le repére tournant autour de O défini
précédemment. On note a = M| P, ¢ = ]\ﬁ eth = 0? (figure 6.6). Soient F| la force exercée par M| sur
P et F; la force exercée par M sur P,et F = F |+ F>.

mQ2b (centrifuge)

My (my) o d M, (m3)

A I’équilibre, la résultante F = F| + F, des deux attractions est dirigée vers le barycentre O
et compense exactement la force centrifuge.

FIGURE 6.6 - Bilan des forces aux points de Lagrange L4 et Ls.

A 1’équilibre dans le repére tournant, la résultante F doit compenser la force centrifuge mQ2b : elle
est donc dirigée vers O, c’est-a-dire colinéaire a b. Les propriétés du barycentre nous permettent d’écrire

mia-+myc

b soit  my(a—b)=my(b—c). (6.11)

my +mop

Sil’on prend le produit vectoriel de cette expression par F, en utilisant bDAF =0,aAF; =0etcAF,=0
(les attractions sont dirigées selon a et ¢), il vient

maANFy+mcNANF{=0. (6.12)

Les deux produits vectoriels font intervenir le méme angle (a,c), d’ou, en normes, mjaF, = mycF;. Dans
le cas de forces gravitationnelles, Fi = Gmim/a* et F> = Gmym/c?, et donc

G G
mia—28 — e 0 o PP = [a=q): (6.13)

c? a?
le triangle M1 PM; ou se situe le point d’équilibre est isocéle.

La deuxieme condition pour que le point soit en équilibre est que I’accélération centrifuge en P
compense la résultante des attractions des deux masses, avec les notations de la figure 6.7 :

F F. G
sz:—lcosﬁ—i-—zcosy:—Z(mlcosﬁ—i—mzcosy). (6.14)
m m a
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M, 0 M2

p1 = _Mm__ g d—pi

my+my

Triangle M, PM, isocele (a =c¢) : cosa = d/(2a).
Projections sur M P et MaP : beosB =a—pjcosa, beosy=a— (d—py)cosct.

FIGURE 6.7 — Notations pour la recherche des points L4 et Ls.

En projetant les triangles (O, P,M,) et (O,P,M,) sur les directions M; P et M, P respectivement, il
vient
bcosfB =a—pjcosa, bcosy=a—(d—p1)cosa, (6.15)

avec cos @ =d/(2a) et py = OM; = mpd /(m; +my), et donc

G d
QF = —5 [(m+ma)a— - (mipy +mz(d—P1))} =

G(mi +m;) A2 mm
2a (

d*). (6.16
a’h? my +my)? ) (6.16)

Par ailleurs, dans le triangle (O, P,M;), b* = a* +p12 —2ap;jcos o = a® + p12 — p1d, soit

miny

2
Wd . 6.17)

b =d’—

On déduit de (6.16) et (6.17) que Q2 = G(my+my)/ a®.Orle probléme a deux corps contraint la vitesse de
rotation de I’ensemble, Q> = G(m; +m;,)/d>, d’ou . Le systeme a donc un point d’équilibre situé
au sommet d’un triangle équilatéral ayant pour base le segment joignant les deux masses. Par symétrie
par rapport a I’axe M| M,, on en déduit I’existence des deux points L4 et Ls. On remarquera que ce résultat
ne dépend pas du rapport des masses.

Application : les astéroides troyens. La figure 6.8 représente le Systeme solaire interne, jusqu’a Jupiter.
Le dessin comprend la ceinture d’astéroides principale (le nuage blanc en forme de beignet), les Hildas
(Ie « triangle » orange juste a I’intérieur de 1’orbite de Jupiter, en résonance 3:2) et les Troyens (en vert).
Le groupe d’astéroides qui précede Jupiter de 60°, autour de Ly, est appelé « camp grec » et le groupe
qui suit Jupiter, autour de Ls, « camp troyen »; on en connait aujourd’hui plus de 13 000, et la sonde
Lucy (lancée en 2021) doit en survoler huit, en comptant leurs compagnons, entre 2027 et 2033. Ces
astéroides sont situés approximativement aux sommets des triangles équilatéraux ayant pour base le
segment Soleil-Jupiter, et oscillent autour de ces points (section 6.6). On connait aussi des Troyens de
Neptune (une trentaine), de Mars, d’Uranus, et méme deux Troyens de la Terre (2010 TK7 et 2020 XLs,
tous deux en Ly).
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Jupitef'
s

FIGURE 6.8 — Le Systeme solaire interne, entre le Soleil et Jupiter, d’aprés une figure de Wikimedia Commons
(auteur Mdf, domaine public) fondée sur les éphémérides du JPL. On notera la configuration en triangle équilatéral
des amas d’astéroides troyens.

6.4 Position des points de Lagrange : cas général

Si le probleéme a trois corps n’est pas intégrable, on peut toutefois trouver un certain nombre de
solutions particulieres. Continuons donc la recherche des points ol la vitesse et I’accélération d’une
particule sont nulles dans le référentiel tournant (synodique). Supposons de plus que le mouvement
est confiné dans le plan (x,y). Réécrivons le potentiel sous une forme différente, avec les unités sans
dimension de la section 6.2 : on note Uy = Gmy =1 —u et Up = Gmy = U (de sorte que Uy + Uy = 1), et
n = Q =1 le moyen mouvement du systéme en rotation. Il est commode d’utiliser ici, comme le font
Murray et Dermott [6], la fonction de force % = —U, positive, de sorte que les équations du mouvement
s’écrivent

0w
Yoy =5
owU 2 1
yHomi=—— avec %:"—(x2+y2)+ﬂ+&=—gj. (6.18)
y 2 r 1) 2
. 0U
Tz

A partir des définitions de r; et rp, il vient ,ulr% + /,Lzrg =x2 4+ y2 + Ui o (avec z = 0). On peut alors
exprimer % sous la forme suivante :

1 1\ 1
U =W ( + 1) + < + 2) — S M. (6.19)
o 2 rn 2 2

L’avantage de cette expression est qu’elle ne dépend plus explicitement ni de x ni de y, ce qui va nous
simplifier les dérivations partielles. Si I’on reprend 1’équation du mouvement (6.18) en cherchant les
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points d’équilibre, c’est-a-dire x =y = 0 et ¥ = J = 0, on obtient les conditions
802/_802/8r1+802/8r2_0 8%_802/8r1+802/8r2_
dx  dr dx  Iry Ix dy 9drp dy dr dy
Une simple inspection de ces équations donne dans un premier temps 1’existence de deux solutions
triviales, celles pour lesquelles les deux dérivées partielles s’annulent séparément :

0. (6.20)

ow 1 0w 1
o M1 < 7 +1’1> 0 et o 1) < 2 +F2> 0, (6.21)

soit r; = rp = 1, ¢’est-a-dire

1 V3
(x+m)>+y>=1 et (x—m)’>+y>=1 = x=5 M y=E-- (6.22)

On retrouve bien la les résultats du paragraphe précédent. Par convention, le point L4 est le point en avant
du mouvement (y > 0) et le point Ls le point en arriere du mouvement de rotation.

Si I’on reprend les équations (6.20) en les exprimant en fonction de ry, r;, x et y, avec dry/dx =
(x+ ) /r1,dr2/dx = (x— W) /2, dr1/dy =y/r et dry/dy = y/r,, il vient également

1 1 -
0 <—2+r1> L <—2+F2>x =) (6.23)
i r ry rn
1 1
i <2+r1)y+uz <2+rz>y=0. (6.24)
r r r3 r

L’examen de I’équation (6.24) montre que y = 0 est une solution simple et que les points d’équilibre
restants sont situés le long de I’axe des x, et vérifient (6.23) : ce sont les points colinéaires Ly, Ly et L3. Le
point L est situé entre les masses M| et M», le point L, au-dela de la masse M, et le point L3 au-dela de
M, a une abscisse négative.

Position du point L;. Au point L;, on a

or or
rt+rn=1,  n=xt+p, n=-x+u, 5= =

== =1, (6.25)

ce qui donne, en combinant avec 1’équation (6.23),

1 1
(=g tion) e (gn) -0 020
2

soit encore, apres réduction au méme dénominateur,

W .3  l—rn+r3/3
=2 =313 > .
5 (1+r2+r2)(1—r2)

6.27)

Cette équation quintique n’a malheureusement pas de solution explicite, mais une solution peut lui étre
trouvée soit numériquement, soit a I’aide d’un développement en série. Si I’on note

1/3
o <“2> , (6.28)
3
il vient
1, 1.4, 23, s
rZ:a—ga —605 —aa +0(a”) avec xXp, = M1 — 2. (6.29)

Au premier ordre, L; est donc a la distance ad = d (my/ 3m1)1/ 3 de M, : c’est le rayon de Hill ry, taille
de la région ol, dans le repere tournant, I’attraction de M, I’emporte sur I’effet de marée de M| combiné
au terme centrifuge (pour le systeme Soleil-Terre, 1,5 million de km ; pour Soleil-Jupiter, 53 millions de
km ; pour Terre-Lune, 61 500 km).
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Position du point L,. De la méme fagon, au point L,

8r1 81‘2 .

r—ry=1, re=Xx+ U, r=x—U, 525—1, (6.30)
soit 5
1 3
gy 1tntn/3 (6.31)
i (1+7)*(1—-ry)
et, avec la méme définition de o,
r2:OH-§Ot —§a —8—106 +0(a) avec xXp, = Ui+ 12 (6.32)

Ly et L, sont donc presque symétriques par rapport a Mo, a la distance rg, L, étant 1égérement plus loin.

Position du point L3. Enfin, au point L3,

8r1 . 8r2 .
<= =h (6.33)

r—r =1, rp=—x— U, rp=—x+ Ui,

d’ou I’on déduit 5
w_ (1-R)(+n)
i r? (r% +3r; —|—3) ’

dont la solution, en posant cette fois B = /1 (petit), est

(6.34)

13223

5
3 4 e~ 1
20736ﬁ +O0(B") avec X, =—Ho—r1 >~ —1 12u. (6.35)

7 7
—1--B+—Bp2—
" FLARTL

L3 est donc presque diamétralement opposé a M», un peu au-dela de I’orbite de celui-ci. Le tableau 6.1
donne les valeurs numériques pour trois systemes usuels.

Systeme 1 XL, XL, XL, Cr, Cr,

Soleil-Terre 3,00-107%  0,99003 1,01003 —1,0000013 3,00089 3,00000
Soleil-Jupiter ~ 9,54-10"%  0,93237 1,06883  —1,00040  3,03876 2,99905
Terre-Lune 1,215-1072  0,83692 1,15568  —1,00506  3,18834 2,98800

TABLE 6.1 - Position des points colinéaires (en unités de d, origine au barycentre) et constantes de Jacobi de L; et
L4 pour trois systemes usuels.

Complément : missions aux points de Lagrange

Les points de Lagrange L et L, du systeme Soleil-Terre, a 1,5 million de km de la Terre, sont devenus
des emplacements de choix. L, entre la Terre et le Soleil, offre une vue permanente du Soleil et un
poste avancé pour la météorologie de I’espace : SOHO (depuis 1995), ACE, DSCOVR, Aditya-L1
(2024). Ly, a I’opposé, permet de tourner le dos simultanément au Soleil, a la Terre et a la Lune, d’ou
une grande stabilité thermique et un ciel dégagé : WMAP, Herschel, Planck, Gaia (2014-2025), le
télescope spatial James Webb (depuis 2022) et Euclid (2023). Les points colinéaires étant instables,
les sondes n’y stationnent pas exactement mais décrivent des orbites de halo ou de Lissajous de
grande amplitude autour d’eux, qu’il faut entretenir par de petites corrections (quelques m/s par an);
ces orbites périodiques, leurs variétés stables et instables et les « autoroutes interplanétaires » qui les
relient sont un domaine tres actif de la mécanique céleste moderne. Dans le systeme Terre-Lune, le
relais Queqiao de la mission chinoise Chang’e 4 (2018) est sur une orbite de halo autour de L, pour
communiquer avec la face cachée, et la station Gateway du programme Artemis devait étre placée sur
une orbite NRHO (near-rectilinear halo orbit) proche de L, (la NASA a suspendu ce projet en mars
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2026 pour donner la priorité a une base a la surface de la Lune). Enfin les points L4 et Ls, stables,
sont peuplés naturellement : Troyens de Jupiter, nuages de poussiere de Kordylewski aux points L4 et
Ls Terre-Lune.

6.5 Critere de Tisserand

On se place dans le probleme a trois corps restreint tel que nous 1’avons déja décrit a la section 6.2,
avec le Soleil pour corps P et Jupiter pour P>. La constante de Jacobi s’exprime dans les coordonnées du
repere tournant (x,y,z) par

2(1— 2
x2+y2+z'2:x2+y2+w+—“—0 (6.36)
r r
Si on I’exprime dans les coordonnées du repére non tournant (£,1,(), c’est-a-dire dans le repere
héliocentrique (le barycentre est confondu avec le Soleil a u pres), on utilise P+y?=E4+n’etla
relation entre les vitesses, X2 42 = E2 4+ 12 —2(EN —n&) +E2 +n?, et il vient

. . : . : 2(1— 2

52+n2+cz—2(§n—ng)=(h“)+r‘;—c 6.37)
On peut des lors utiliser les invariants classiques du mouvement képlérien. En particulier, si 1’on considere
un corps de paramétres képlériens (a, e, i) dans le repére héliocentrique (unités : a; = 1, U ~ 1), I’équation
des forces vives et la composante du moment cinétique normale au plan de I’orbite de Jupiter donnent

. . 2 1 :
(:_2+172_’_C2:;_7 et (:‘n—ngz a(l—ez)COSi. (638)

a

L’expression (6.37) devient alors

2 1 . 2(1—u)  2u
Z_ - 9 1—¢2 =24 _C. 6.39
- a(l—e?)cosi . + - (6.39)

Loin de Jupiter, on a r ~ r| et le terme 21/, est négligeable (1 ~ 1073), de sorte que les termes en 2/r

s’éliminent (2 U pres) et qu’il reste
1 .
Ty = —+24/a(1 —e?)cosi = cste (6.40)
a

C’est ce que I’on appelle le parametre (ou critere, ou invariant) de Tisserand, a étant exprimé en unités
du demi-grand axe de Jupiter. Il est conservé, aux termes en U pres, lors d’une rencontre avec Jupiter,
alors que a, e et i peuvent changer considérablement (figures 6.9 et 6.10). Historiquement, ce critére a
permis de savoir si une comete nouvelle pouvait s’identifier 2 une comete anciennement observée, méme
si ’orbite de celle-ci avait subi entre-temps de grandes perturbations dues au passage pres de Jupiter. On
I’utilise aujourd’hui pour classer les petits corps : les cometes de la famille de Jupiter ont 2 < 7j < 3,
les cometes de type Halley 7; < 2, et les astéroides typiquement 7; > 3; une valeur 7; ~ 3 signale un
objet qui peut s’approcher de Jupiter a trés faible vitesse relative, donc subir des changements d’orbite
drastiques, voire une capture temporaire par Jupiter (c’est le cas des cometes quasi-Hilda; D/1993 F2
Shoemaker-Levy 9, sans doute 1’'une d’elles, a été capturée avant de s’écraser sur Jupiter en 1994). La
comete 67P/Tchourioumov-Guérassimenko, cible de Rosetta, a Ty = 2,75 ; son périhélie est passé de 2,7 a
1,3 UA lors d’une rencontre avec Jupiter en 1959.
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Orbite Cométe modifiée

Orbite Comeéte

FIGURE 6.9 - Principe : une comete qui passe pres de Jupiter (fly-by) voit son orbite héliocentrique profondément
modifiée, mais son parametre de Tisserand est conservé.

Trajectoire héliocentrique (unité : a;) Eléments osculateurs, d, = 0,017 a; (ryw = 0,068)
1,5
—— avant:a=0,59;e=0,66; 7, = 2,850 30 -
—— apres:a=0,78;e=0,46; T, = 2,849 M |
1,0 - emmmmes
2,5 -
0,5 // \\
2,0 -
/ \ a (osculateur)
0,0 4 ll ] e (osculateur)
’ ] i 1,5
\ ! —_— Ty=la+2v/a(l-e?)
~05 - 1,0 -
-1,0 S 0,5
Jupiter !
(rencontre)
-1,5 T T T T T T 0,0 = T T T T T T T
-1,5 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 1,5 -6 —4 -2 0 2 4 6 8

temps (périodes de Jupiter, 0 = rencontre)

FIGURE 6.10 — Changement d’orbite d’'une comete hypothétique apres une rencontre avec Jupiter, calculé dans le
probléme a trois corps restreint circulaire Soleil-Jupiter. La rencontre provoque d’importants changements des
éléments orbitaux, mais ne modifie presque pas le parametre de Tisserand : 7y = 2,850 avant la rencontre et 2,849
apres.
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NB. Francois-Félix Tisserand est né le 13 janvier 1845 a Nuits-Saint-Georges. C’est Le Verrier qui fait nommer
astronome adjoint, en 1866, cet agrégé sortant de 1’'Ecole normale supérieure : il lui demande d’étudier la
théorie de la Lune de Delaunay, avec I’espoir, qui fut décu, que le jeune mathématicien y décelerait des erreurs.
L’ ceuvre capitale de Tisserand est son Traité de mécanique céleste [13], publié en quatre tomes entre 1889 et
1896. Ses propres travaux sont incorporés a cette somme des connaissances de 1’époque qui, par sa précision et
son élégante clarté, forme encore de nos jours la base de I’enseignement de la mécanique céleste classique. Il
dirigea I’Observatoire de Paris de 1892 & sa mort en 1896.

6.6 Mouvement autour des points de Lagrange L, et Ls

Il ne suffit pas de savoir qu’il existe des points d’équilibre pour le probléme restreint a trois corps. Un
point évidemment intéressant est 1I’étude de la stabilité de ces points, et des trajectoires d’un point matériel
autour de ces points particuliers. On peut étudier la stabilité de ces points en considérant des « petits »
mouvements autour des points d’équilibre.

En reprenant les équations (6.18), on se place a proximité d’un point d’équilibre que 1’on notera
(x1,yr)- Si I’on considére un petit déplacement (X,Y) autour de ce point (& ne pas confondre avec les
coordonnées inertielles de la section 6.1), on peut substituer dans (6.18) et effectuer un développement en
série autour de (xz,yr). Comme les dérivées premieres de %/ sont nulles au point d’équilibre, il vient au
premier ordre

{X—M—x%w% e _<a%z/) W _<82%) w _<a2@/>
XX — ) Xy — ) yy :
L L L

Y+2nX =X Uy +Y Uy dx? dxdy dy?
(6.41)
En prenant n = 1 et en mettant ces équations sous forme matricielle, il vient
X 0 0 1 0\ /X
Y 0 0 0 1 Y . .
% Yo %y 0 2||x]| soit W=AW. (6.42)
v) \u, #%, —2 o) \r

Il convient maintenant de résoudre ce systéme linéaire. Ses solutions sont des combinaisons d’exponen-
tielles e, o1 les A sont les valeurs propres de A, racines de I’équation caractéristique

-A 0 1 0
0 -4 0 1
%x %y *)L 2
Uy Uy 2 A

L’équilibre est stable (au sens linéaire) si et seulement si toutes les valeurs propres sont imaginaires pures
et distinctes, ¢’est-a-dire si I’équation bicarrée en A2 a deux racines réelles négatives distinctes. On se
référera a [6] pour le traitement complet; on y montre qu’aux points colinéaires L, L, L3 I’une des
racines A2 est toujours positive : ces points sont instables, avec un temps caractéristique de divergence
de I’ordre de 1/A ~ 23 jours pour L; et L, Soleil-Terre. Dans le cas des points Ly et Ls, on peut écrire
r1 = rp = 1 (sommet d’un triangle équilatéral) et dans ce cas on a

3 9 3V3

v U=y Uy=E— - (1-20) (6.44)

(le signe =+ correspondant a L4 et Ls). L’équation caractéristique devient alors

det(A — AI) = = A+ (4= Uw — Upy) AP+ U Uy — Uy =0.  (643)

g%cx =

27
/14+/12+Zu2(1 — i) =0, (6.45)

dont les racines en A2 sont réelles, négatives et distinctes si et seulement si le discriminant est strictement
positif :
1 23
1-27up(1—pp) >0 & Uy < U = 3 1— > = 0,0385. (6.46)
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C’est le critere de stabilité de Gascheau (1843) et Routh : les points triangulaires sont stables dés que la
masse secondaire est inférieure a environ 1/26 de la masse totale (soit m; /my > 24,96), ce qui est le cas
de tous les couples Soleil-planéte et planéte-satellite du Systeme solaire (Terre-Lune : i = 0,0121); le
couple Pluton-Charon (t; ~ 0,109), formé d’une planéte naine et de son satellite, fait exception, comme
d’autres binaires transneptuniens (Orcus-Vanth, par exemple). Lorsque le critere est vérifié, pour des
valeurs de u, faibles, il vient

27 127
2,172 ~4iy/1— Z[.Lz et 2,374 ~ +i Z‘LLZ (6.47)

Le mouvement autour des points de Lagrange L4 et Ls est donc quasi périodique, composé de deux
mouvements différents :

* un mouvement a « courte » période 27/|A; 2| ~ 27, ¢’est-a-dire ayant la période orbitale de la
masse U : c’est le mouvement épicyclique, image dans le repere tournant d’une orbite képlérienne
légerement excentrique ;

* un mouvement de /ibration de longue période 27 /|43 4| ~ 27 /+/27 1> /4 autour du point d’équilibre,
soit 148 ans pour les Troyens de Jupiter; pour le systeme Terre-Lune, cette approximation donne
95 jours, mais Uy n’y est plus assez petit et la racine exacte de 1’équation caractéristique donne
environ 92 jours.

Lorsque I’amplitude de libration augmente, I’approximation linéaire cesse d’étre valable et la trajectoire
prend, dans le repere tournant, la forme d’un « té€tard » (tadpole) allongé le long de 1’orbite de u, ; pour
des amplitudes encore plus grandes, I’orbite englobe L3, L4 et Ls et prend la forme d’un « fer a cheval »
(horseshoe), comme celles des satellites coorbitaux de Saturne Janus et Epiméthée ou de I’astéroide
géocroiseur (3753) Cruithne (figure 6.11).

Orbite « fer a cheval » englobant L3, L, et Ls

1,0 4
Orbites « tétard » autour de L, (repére tournant, u=107%)

1,0 § 0,5
0,9

0,8 = 0,0 -
0,7

—— écart initial 0,01 A\
0,6 4 —— écart initial 0,03 ) —0.5 4
T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8
-1,0 4

T T T T T
-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0

FIGURE 6.11 — Mouvement autour de L4 dans le repere tournant, intégration numérique du probléme restreint avec
u = 1073 (Soleil-Jupiter). A gauche, orbites en tétard : le mouvement de la particule est la somme de I’épicycle a
courte période et de la libration a longue période autour du point d’équilibre ; le mouvement est stable dans le repere
tournant, ce qui explique la persistance d’astéroides aux points L4 et Ls de différentes planetes (Jupiter bien sir,
mais aussi Mars, Neptune, la Terre). A droite, orbite en fer & cheval pour une amplitude plus grande.
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7 Couplages et résonances

On I’a vu, I’action de la gravitation n’est pas restreinte aux interactions « directes » entre le Soleil
et les planétes ou entre les planetes et leurs satellites : tous les corps du Systeme solaire ressentent
leurs effets réciproques. Typiquement, un corps produit la force dominante sur un autre corps, et le
mouvement résultant peut étre pensé comme un mouvement képlérien autour d’un corps central, sujet a de
petites perturbations résultant de I’influence des autres corps. Nous avons traité au chapitre précédent le
mouvement d’un corps de masse négligeable dans le champ de gravité créé par deux autres ; nous allons
maintenant nous intéresser a un cas un peu plus général.

Classiquement, une grande partie de la discussion sur I’évolution des orbites dans le Systeme solaire
fait appel a la théorie des perturbations. Cette méthode consiste pour I’essentiel a écrire les équations du
mouvement comme la somme de termes qui décrivent le mouvement képlérien indépendant des corps
autour du Soleil, plus un terme (la fonction perturbatrice du chapitre 5) qui contient les termes liés
aux perturbations induites par chacun des autres corps du Systeme solaire, selon les ordres de grandeur
considérés. En général, on va exprimer les termes perturbateurs en fonction de « petits » parametres du
systeme, comme par exemple les rapports des masses des planétes a celle du Soleil, les excentricités, les
inclinaisons, ce qui permet d’utiliser des développements en série (annexe C) pour intégrer a long terme
les équations du mouvement.

7.1 Résonances

Si les perturbations sur les orbites képlériennes sont souvent petites, elles ne peuvent pas étre ignorées.
Elles doivent étre incluses dans les éphémérides des planetes si une grande précision est requise, par
exemple pour la navigation interplanétaire d’une sonde spatiale, ou encore pour des observations tres fines
comme la prédiction d’occultations stellaires (étude des atmospheres et des anneaux) ou 1’étude des petits
mouvements des planetes liés a leur structure interne (géodésie, gravimétrie, libration). La plupart des
perturbations sont de nature périodique, leurs arguments oscillant avec les longitudes des corps célestes
considérés, ou bien avec des combinaisons plus compliquées des éléments orbitaux.

De petites perturbations peuvent produire des effets prépondérants si elles contiennent des fréquences
proches des fréquences naturelles des systemes considérés. Dans de telles circonstances, les perturbations
s’additionnent et s’amplifient de maniere cohérente au lieu de se moyenner, au point que des conditions
initiales arbitrairement proches ne seront pas suffisantes pour éviter une divergence des solutions du
systéme au bout d’un certain temps.

Pendant tres longtemps, les astronomes ont cherché a retrouver dans les mouvements des corps du
Systeme solaire les périodicités qui leur permettaient de faire des prédictions, et jusque tres récemment le
mouvement des planetes dans le Systeme solaire était considéré comme le modele méme de régularité
(d’otr la notion de Cosmos). Les résultats de ces quarante dernieres années, issus directement de 1’approche
en termes de systemes dynamiques et de résonances, montrent au contraire que le mouvement des planctes
lui-méme est chaotique, et qu’il devient impossible de prévoir son évolution au-dela de 100 millions
d’années environ, ce qui est trés court comparé aux 4,6 milliards d’années d’existence du Systeme solaire.

Aujourd’hui, les « nouveaux » résultats acquis en mécanique céleste portent pour I’essentiel la marque
des progres réalisés dans la compréhension de la dynamique des systémes gravitationnels, parmi lesquels
on trouve le « bestiaire » des résonances entre les mouvements des corps célestes. La figure 7.1 présente
quelques exemples des types de résonances que 1’on trouve dans le Systeme solaire et au-dela.
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commensurabilité entre fréquences

— T

Résonances dans le Systeme solaire

orbite-orbite spin-orbite
fréquences orbitales rotation X et moyen
commensurables mouvement n

. N
de moyen mouvement / \

séculaires

o~ . t
(ni / né ~ p/q) fréquences de précession synchrone 1:1 Me?lclufzs’j- )
- o- }léople-z " gi, Si commensu- Lune, satellites réguliers, rotation Ch.’;lO—
anymede 1.2 rables (Vs, Vg, Vig) Pluton-Charon (double)

Neptune-Pluton 3:2 tique d’Hypérion

lacunes de Kirkwood

Terre-Mars (chap. 8)

I résonances a trois corps et chaines de résonances
: Laplace (Io-Europe-Ganymede), Styx-Nix-Hydra,
: Gliese 876, Kepler-223, TRAPPIST-1 (7 planctes)

FIGURE 7.1 - Les différents types de résonances.

Une résonance orbite-orbite (ou résonance de moyen mouvement) se produit si deux objets célestes
ont périodiquement les mémes positions I’un par rapport a 1’autre, de telle sorte que la force de gravitation
réciproque tende a conserver la configuration de maniere stable (résonance stable) au lieu de s’en écarter
rapidement (cas d’une résonance instable), et ce méme si cette force de gravitation mutuelle est beaucoup
plus petite que la force de gravité entre le Soleil et chacun des objets. Dans le cas d’une résonance orbitale
entre deux objets, un multiple de la période orbitale du premier objet est égal a un multiple de la période
orbitale de I’autre objet : gn; ~ pny, soit nj /ny ~ p/q, avec p et g entiers (figure 7.2).

0] attraction
[ corps 2

corps 1 au périastre

Résonance de moyen mouvement p:q (n1/nz ~ p/q) : les conjonctions se produisent toujours au méme endroit de 1’ orbite
(ici pres du périastre du corps interne) et les perturbations s’accumulent de facon cohérente au lieu de se moyenner.
L angle résonant ¢ = pA> — gA; — (p — q) @ oscille (libration) autour d’une valeur fixe.

FIGURE 7.2 - Le couplage orbite-orbite : en résonance de moyen mouvement, les conjonctions se répetent au
méme endroit des orbites, ici au périastre du corps interne, la ou les deux orbites sont le plus éloignées ; la force
mutuelle tend a maintenir cette configuration.

a) Résonances orbite-orbite dans le Systéme solaire. Les principales résonances concernant les
planetes et les satellites sont les suivantes :

* 3:2 Neptune-Pluton : Pluton effectue deux révolutions autour du Soleil pendant que Neptune en
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effectue trois, et la résonance (1’angle résonant 3Ap — 24y — @p libre autour de 180°) fait que les
deux corps ne s’approchent jamais a moins de 17 UA, bien que I’orbite de Pluton croise celle
de Neptune; plusieurs centaines d’objets de la ceinture de Kuiper, les plutinos, partagent cette
résonance ;

* 4:2 Mimas-Téthys (satellites de Saturne, résonance d’inclinaison), 2:1 Encelade-Dioné (résonance
d’excentricité, responsable du chauffage de marée et des geysers d’Encelade), 4:3 Titan-Hypérion;

* 1:2:4 Jo-Europe-Ganymede (satellites de Jupiter), la résonance de Laplace : les moyens mouvements
vérifient n; — 3n; + 2n3 = 0 et I’angle A; — 34, + 243 libre autour de 180°, de sorte que les trois
satellites ne sont jamais en conjonction simultanée. Cette résonance entretient les excentricités
forcées d’lo et d’Europe, et donc le volcanisme d’lo et I’océan d’Europe. Longtemps considérée
comme unique, elle a depuis été observée dans les systémes exoplanétaires (voir le complément
ci-dessous) et, sous une forme différente, entre Styx, Nix et Hydra autour de Pluton.

b) Astéroides. Les astéroides situés aux points de Lagrange L4 et Ls du systéme Soleil-Jupiter sont
capturés dans une résonance 1:1 avec Jupiter (on a vu pourquoi a la section 6.6). Le groupe des Hildas
est quant a lui en résonance 3:2 avec Jupiter. Ces orbites sont stables. Toutefois, les résonances orbite-
orbite instables avec Jupiter (résonances 4:1, 3:1, 5:2, 7:3, 2:1) causent les lacunes de Kirkwood dans la
distribution des astéroides en fonction du demi-grand axe de leur orbite (figure 7.3) : un astéroide qui s’y
trouve voit son excentricité pompée de fagon chaotique jusqu’a croiser 1’orbite de Mars ou de la Terre.
C’est le principal mécanisme d’alimentation de la population des astéroides géocroiseurs, et I’origine de
la plupart des météorites.

Jupiter-penod ratio 4:1 3:152 73 21 3 111
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FIGURE 7.3 — Les lacunes de Kirkwood : nombre d’astéroides en fonction du demi-grand axe (données du Minor
Planet Center, graphique Gareth Williams / MPC, Barbara Aulicino).

¢) Résonances a plus de deux corps. On peut avoir également des résonances orbite-orbite entre plus
de deux objets célestes, comme la résonance de Laplace évoquée ci-dessus : o est en résonance 2:1 avec
Europe, elle-méme en résonance 2:1 avec Ganymede, et la relation a trois corps n; — 3ny +2n3 = 0 est
vérifiée & mieux que 10~ pres.
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Complément : chaines de résonances exoplanétaires

Les résonances de moyen mouvement se révelent fréquentes parmi les systemes d’exoplanetes
compactes découverts par les missions Kepler, TESS et par la vélocimétrie. Gliese 876 possede trois
planétes dans une chaine 1:2:4 de type Laplace ; Kepler-223 quatre planétes en chaine 3:4:6:8; et
TRAPPIST-1, naine rouge a 40 années-lumiere, sept planetes de taille terrestre dont les périodes
(1,51;2,42;4,05; 6,10; 9,21; 12,35 et 18,77 jours) forment une chaine de résonances 8:5, 5:3, 3:2,
3:2, 4:3 et 3:2, avec trois angles de Laplace en libration [28]. Ces configurations sont la signature
d’une migration des planetes dans le disque protoplanétaire : en se rapprochant de I’étoile a des
vitesses différentes, les planétes sont capturées les unes apres les autres dans des résonances, comme
I’ont peut-étre été les satellites galiléens, par migration dans le disque circumjovien ou sous 1’effet
des marées. La mesure des variations des instants de transit (TTV) dues a ces résonances permet de
peser les planetes.

La modélisation des résonances orbite-orbite, si elle est tres intéressante, utilise des développements
assez fastidieux (le développement de la fonction perturbatrice en éléments orbitaux, [6] chapitre 6). Dans
le cadre de ce cours, nous nous attacherons plutét a comprendre 1’autre type de couplage, le couplage
spin-orbite, qui permet de répondre a des questions du type :

* pourquoi la Lune présente-t-elle toujours la méme face a la Terre ?

* pourquoi la durée de révolution de Mercure est-elle phasée avec sa durée de rotation, la planete
effectuant exactement 1,5 rotation par révolution ?

* comment décrire le mouvement de rotation du satellite de Saturne Hypérion ?

7.2 Le paradigme pendulaire en mécanique céleste

Dans cette section, nous traiterons un exemple simplifié et élémentaire de résonateur, qui est bien
entendu le pendule simple. Comme nous le verrons, il sert de matrice pour la compréhension de nombreux
problémes. On reprend les notations de la section 3.8.1. On a déja vu I’expression du lagrangien,

1 .
L= Emlle)z—mgz(l—cose). (7.1)

Dans le formalisme hamiltonien, I'impulsion généralisée s’écrit, par définition, pg = dL/d6 = mi*6. On
peut réécrire I’énergie cinétique en fonction de pg, T = p%, /(2mi?), I’énergie potentielle étant inchangée,
et on en déduit le hamiltonien classique du pendule

2

H(6,po) = %+mgl(l—cos9). (1.2)
Les équations canoniques du systéme sont
. JH JH
6= _ Po ; — —mglsin6. (1.3)

“op mir T 7567

H ne dépendant pas du temps, il est conservé, et les trajectoires dans le plan de phase (6, pg) sont les
courbes de niveau de H. On retrouve ainsi le portrait de phase « classique » avec trois régimes (figure 7.4) :

» pour H < 2mgl, le pendule oscille autour de la position d’équilibre stable 8 = 0 (point elliptique) :
régime de libration, quasi harmonique aux petites amplitudes, de plus en plus anharmonique quand
I’amplitude croit;

* pour H > 2mgl, le pendule tourne indéfiniment dans le méme sens : régime de circulation ;

* pour H = 2mgl exactement, la trajectoire est la séparatrice, qui joint les positions d’équilibre
instables 8 = +7 (points hyperboliques) en un temps infini.
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La largeur de la zone de libration, mesurée en pg au niveau du point elliptique, vaut 2+/2mi? - 2mgl =
4mi’w avec @ = +/g/I : elle est proportionnelle 2 la racine carrée de 1’amplitude du potentiel. Nous
retrouverons cette propriété pour toutes les résonances.

ulatio

pol(ml*w)

T
—2r - 0 T 2r
0

FIGURE 7.4 - Portrait de phase du pendule simple : libration (bleu), séparatrice (rouge) et circulation (vert).

On verra dans les sections suivantes que ce modele est trés utile pour comprendre le comportement de
systemes dynamiques célestes : au voisinage d’une résonance isolée, la dynamique se raméne, au premier
ordre, a celle d’un pendule.

7.3 Le couplage spin-orbite : un probleme de Kepler perturbé

On considere le systéme formé par une planéte et son satellite, ou par une étoile et une de ses planétes.
Nous commencerons par exprimer [’énergie potentielle du satellite grdce au moment quadrupolaire.
Puis nous établirons I’expression générale du hamiltonien du systeme associé, dans ce cas égal a
I’énergie mécanique totale. Afin de déterminer la dynamique du systeme, nous utiliserons les théorémes
de simplification du hamiltonien pour montrer que la dynamique du systeme est aussi solution d’un
hamiltonien simplifié. Enfin, le découplage des différentes parties du hamiltonien nous permettra de
déterminer les différents cas possibles. Nous en déduirons la chaoticité de la rotation d’Hypérion d’une
maniere similaire a celle qui a été utilisée par Wisdom, Peale et Mignard dans leur article de 1984
[15]. Cet exemple permettra de montrer un des intéréts majeurs du formalisme hamiltonien : c’est un
formalisme trés bien adapté au traitement des problemes intégrables perturbés.

7.4 Mise en équation du probléme

Considérons un systeme formé d’un corps central et d’un de ses satellites (figure 7.5). On fait
I’approximation que le corps central est fixe dans un repere inertiel (sa masse mg est trés supérieure a
celle du satellite, mpy) et I’on fait également 1’approximation que le satellite est solide (pas de dissipation
visqueuse, ce qui n’est qu’une approximation, surtout lorsque le « satellite » est une planete en partie
fluide en orbite autour d’une étoile). On supposera enfin que la taille du satellite est trés petite devant
sa distance au corps central. Le mouvement du centre de masse G du satellite autour du corps central
est appelé mouvement de révolution ; le mouvement du satellite autour de G est appelé mouvement de
rotation. 1l s’agit donc a priori d’un probleme a six degrés de liberté (trois coordonnées et trois angles),
c’est-a-dire d’espace des phases de dimension 12. Calculons les équations de ce mouvement.
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(I,J,K) : axes principaux d’inertie du satellite, moments A < B < C
ﬁ:r+p,p<<r J dmenP

G : centre de masse du satellite, masse my

O : corps central, masse mg

FIGURE 7.5 - Conventions de notation du couplage spin-orbite : O est le centre de masse du corps central (masse
mg), G celui du satellite (masse mpy), P un point courant du satellite de masse dm, r = OG, p=GPetu=r/r.

7.5 Calcul du moment quadrupolaire

Dans ce paragraphe, nous établissons 1’expression du potentiel créé par le satellite, développé a 1’ ordre
quadrupolaire. Si I’on suppose que le satellite est un corps solide, on peut écrire que son énergie potentielle
dans le champ de gravité créé par le corps central est

d d
E,= —Gms/o—"; —msV, V= —G/O—";, (7.4)

ou G est la constante gravitationnelle (2 ne pas confondre avec le centre de masse G du satellite, ni avec la
variable de Delaunay G utilisée plus loin) et dm un élément de masse infinitésimale du satellite situé en P
V est le potentiel créé par le satellite en O. Calculons tout d’abord la distance OP, avec 07 =r+pet
r=ru:

—1/2
. 1 1 P’ u-p
OP* = ‘= pPt2r t —=-(l+5+2—5 : 7.5
(r+p?=r+p+2rp  soit o= (14542 (7.5)
Développons maintenant cette expression en p/r avec la formule de Taylor, ce qui utilise 1’hypothése que

la taille du satellite est tres petite vis-a-vis de sa distance au corps central. Le développement a I’ordre 2
donne, avec (1+7n) /2 ~1-n/2+3n2/8:

= (12213 () o))

Ceci nous donne I’expression approchée du potentiel V :

()

Il reste a calculer I'intégrale. Il est évident que pour le premier et le deuxieéme terme sous I’intégrale nous

avons u u
/dm:mH, /—pdm:—'/pdm:O, (1.8)
r r

puisque p prend son origine au centre de masse du satellite. Pour calculer les deux autres termes, on se
place dans le repere des axes principaux d’inertie du satellite, que I’on note (I,J, K). La matrice d’inertie
du satellite dans ce repére est diagonale, Iy = diag(A,B,C), avec A = [(y* +z%)dm, B= [(x*>+z*)dmet
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C = [(x*+y?)dm, en écrivant p = xI +yJ +zK. On en déduit [ x*>dm = (B+C —A)/2 et ses permutations
circulaires, puis

A+B+C
/pzdm: +B+

2 )
/(u-p)zdm:/(xu-I+yu-J+zu-K)2dm
B+C—A A+C-B A+B-C
= T(u.1)2+f(ud)%rf(mr()z, (7.9)

car les termes croisés en xy, xz et yz (produits d’inertie) sont nuls dans les axes principaux. En utilisant
(u-1)>=1—(u-J)*> — (u-K)?, on obtient au final I’expression du potentiel quadrupolaire du satellite :

V= —G—';WJFZ% [2A—~B—C—-3(A—B)(u-J)* -3(A-C)(u-K)*]. (7.10)

Ce résultat est vrai pour un corps solide quelconque, quelle que soit sa forme, dés lors que p < r. Sil’on note
1= [p? sin® y dm le moment d’inertie du satellite par rapport a la droite OG (y étant I’angle entre u et p), il
vient aussi ’expression plus symétrique, connue sous le nom de formule de MacCullagh (1844) :

Gmy  G(A+B+C—3I)

V=- — . 7.11
r 2r3 ( )

C’est aussi cette formule qui donne le terme J, du potentiel d’une planéte aplatie : pour un corps de révolution
A = B, on retrouve J, = (C—A)/(myR?).

Une fois obtenu le potentiel, on peut en déduire les composantes de la force gravitationnelle exercée
par le corps central sur le satellite, F = —mgVV, ainsi que le couple exercé sur le satellite, dont les
composantes dans les axes principaux sont

C—B)ujux

3G (

N= ;ns (A—C)uguy avec u=ul+uJ+ugK. (7.12)
g B—A)uuy

C’est le couple de gradient de gravité, qui tend a aligner I’axe de plus petit moment d’inertie (I, le grand
axe du satellite) sur la direction du corps central. Il est utilisé pour stabiliser passivement 1’attitude de
certains satellites artificiels (mats de gradient de gravité).

7.6 Calcul du hamiltonien

De I’expression du potentiel quadrupolaire, on déduit immédiatement 1’énergie potentielle du satellite,

_Gmstis  OMS oA B—C—3(A—B)(u-J) ~3(A—C)(u-K)Y. (7.13)

E. —
b r 2r3

L’énergie cinétique quant a elle s’écrit, d’apres le théoréeme de Konig,

1 1
T=-myi’+-0"Ilyo, (7.14)
2 2
ol @ est la vitesse angulaire de rotation du satellite. On en tire le lagrangien du probleme L =T — E), et,
le systeme étant conservatif, le hamiltonien correspondant H =T + E,, :
Gmsmyg Gmg

1 1
H:Eer%rEmTle— ; —|—F[2A—B—C—S(A—B)(u-J)2—3(A—C)(u-K)2].(7.15)
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7.7 Simplification du probleme : le cas plan

Simplifions le probleme pour nous concentrer sur les caractéristiques du mouvement du satellite qui
nous intéressent. Considérons en premiere approximation que le satellite est un ellipsoide qui tourne
autour de son axe d’inertie maximal K (c’est I’état de rotation d’énergie minimale & moment cinétique
donné, vers lequel la dissipation interne conduit tout corps solide). Considérons aussi que ce satellite a un
mouvement plan autour du corps central, et enfin que ces deux mouvements de rotation et de révolution se
font dans le méme plan, I’axe K étant perpendiculaire au plan orbital (figure 7.6). On repére la rotation
par I’angle x entre le grand axe I et une direction fixe du plan orbital, choisie suivant la direction initiale
du périastre, et la révolution par I’anomalie vraie v.

I (grand axe) Mouvement plan : le satellite tourne autour
de K (axe de plus grand moment d’inertie
C); x repere le grand axe I et v I’anomalie
vraie; u-J =sin(x—v), u-K =0.

x (rotation)

direction fixe
(périastre initial)

FIGURE 7.6 — Le modele simplifié¢ de couplage spin-orbite (mouvement plan) : v est I’angle de révolution
(anomalie vraie), x I’angle de rotation du grand axe I du satellite, comptés depuis la direction fixe du périastre
initial ; x — v est I’angle entre le grand axe et la direction du corps central.

Appliquons ces simplifications aux résultats précédents. Puisque u-K =0 et u-J = sin(x — v),
I’énergie potentielle est maintenant donnée par

Gmsmy  Gmg .
EPZ_TJFW[2A—B—C—3(A—B)sm2(x—v)}, (7.16)

et I’énergie cinétique se simplifie en T = %mH i+ %)’9. Ceci nous donne un nouveau hamiltonien :

1 C G G
H = Smpr> + =2 — M 2’:135 [24—B—C—3(A—B)sin’(x—v)] . (7.17)
Ce nouveau probleme est plus simple car il n’a plus que trois degrés de liberté : deux degrés de liberté pour
le mouvement de révolution dans le plan, en (7, p,, @, p¢) avec p, = myi et py = er2q5 (moments P, et
Py de la section B.2, multipliés par la masse mp), et un degré de liberté pour le mouvement de rotation en

(x,px) avec p, = Cx, sur le cercle. C’est maintenant un probleme d’espace des phases de dimension 6.

7.8 Un probleme de Kepler perturbé

En réordonnant les termes du hamiltonien de la maniére suivante,

1 G c, G
H:EerZ—M §x2+7"?[2A—B—c—3(A—B)sin2(x—v)}, (7.18)
—~ ~~
Hg Hg Hp

on identifie dans cette expression Hg, le hamiltonien képlérien (décrit a la section B.2), Hg, le hamiltonien
de la rotation libre du satellite, et H},, un hamiltonien perturbateur qui couple les deux. On note bien
entendu que si A = B = C (ellipsoide d’inertie sphérique, ce qui est le cas d’un satellite 2 symétrie
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sphérique), alors H, = 0 et H = Hg + Hp : les deux mouvements sont découplés, la révolution est
képlérienne et la rotation uniforme. Dans le cas contraire, il y a couplage des équations : non seulement
les mouvements de révolution et de rotation du satellite deviennent couplés, mais son mouvement autour
du corps central ne sera plus képlérien, tandis que sa rotation autour de son centre de gravité ne sera plus
uniforme. En particulier, les caractéristiques du mouvement képlérien, a savoir une trajectoire conique de
demi-grand axe et d’excentricité constants (cf. les calculs en annexe B.2), ne seront plus valables, et la
vitesse de rotation ne sera plus constante. En effet, le demi-grand axe et I’excentricité se mettront a varier,
ainsi que la vitesse de rotation, puisque les variables de Delaunay (annexe B.2.4) vont vérifier

oH __oH,

_on oH __oH, o _ om,
ol dl

L= " dg  0g ’ P oy T ok 7 0.

£0, G= (7.19)
En toute rigueur, I’angle x — v qui figure dans H), est x —v — g, ol g est ’argument du périastre, compté
depuis la direction fixe et nul a I’instant initial : ¢’est par lui que H,, dépend de g. Dans le cas général
d’un corps réel, les termes qui perturbent ici le mouvement képlérien et la rotation uniforme sont non
nuls. Les mouvements de rotation et de révolution sont donc couplés. Ceci est particulierement vrai
pour des satellites aux formes exotiques, tels que le satellite de Saturne Hypérion (360 x 266 x 205 km,

figure 7.12).

Néanmoins, si on regarde le terme de couplage H,,, on remarquera que c’est un terme en 1/ r, de
I’ordre de Gmg(B—A)/r?, alors que Hg esten 1/r et de 1’ordre de Gmgmy /7 : leur rapport est de I’ordre
de (B—A)/(myr?) ~ (p/r)?, extrémement petit. La variation des variables L et G (c’est-a-dire a et e)
sera donc lente. A court terme, nous pourrons donc considérer le mouvement du satellite autour du corps
central comme képlérien, et ainsi négliger I’influence du mouvement de rotation sur le mouvement de
révolution.

Par contre nous ne pouvons pas négliger a priori H, devant Hg, dont le rapport est de I’ordre de
(B—A)/C x (n/%)?, qui n’est pas petit pour un corps allongé en rotation lente. Nous ne pouvons donc pas
supprimer I’influence du mouvement de révolution sur le mouvement de rotation. Nous garderons donc
dans I’étude de la rotation le hamiltonien complet Hg + H),, mais en considérant que le mouvement de
révolution du satellite est képlérien, et nous étudierons dans la suite le mouvement de rotation du satellite
autour de lui-méme, donné par le hamiltonien restant
-~ C ) 3Gm5

H
PRIET=ITy

(B—A)sin*(x—v(r)), (7.20)

avec r(t) et v(¢) les solutions du probleme képlérien Hg (on a supprimé les termes indépendants de x, sans
effet sur la dynamique de rotation). On a écrit ce terme avec B—A > 0, en supposant comme il est naturel
que I est I’axe de plus petit moment d’inertie, c¢’est-a-dire le grand axe du satellite : 1’énergie potentielle
est minimale pour x = v, quand le grand axe pointe vers le corps central.

7.9 Etude de la rotation du satellite dans le couplage spin-orbite (modéle simplifié)

Désormais, nous pouvons considérer d’une part le mouvement de révolution du satellite comme résolu
a court terme, puisqu’il s’agit alors d’un mouvement képlérien (voir la section B.2 pour sa résolution).
D’autre part nous pouvons considérer le mouvement de rotation du satellite a court terme comme donné
par le hamiltonien de rotation uniforme perturbé H.

Ce nouveau probléme est maintenant beaucoup plus simple puisqu’il est a un seul degré de liberté
(x,x). Il est cependant non autonome, c’est-a-dire dépendant du temps, a travers les variables périodiques
r(t) et v(r). Simplifions maintenant au maximum ce nouveau hamiltonien et cherchons a résoudre le
mouvement en (x,x). En développant le terme en sin’(x — v), H se réécrit, 2 un terme indépendant de x
pres,

~ C, 3Gms

H 5% 27(0) (B—A)cos2(x—v(t)). (7.21)
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Pour obtenir une expression simple en fonction du temps #, nous allons développer r(¢) et v(¢) en séries
de I’anomalie moyenne M (ces calculs sont un peu fastidieux, cf. I’annexe C.3). De plus, si ’on suppose
que I’orbite du satellite a une excentricité faible (ce qui est vrai dans le cas général), nous pouvons encore
simplifier cette écriture en développant les séries obtenues en puissances de I’excentricité. Avant tout
calcul, remarquons d’abord que

cos2(x—v(t)) 5 €720
ke <e —a ) (7.22)

Maintenant, par le moyen d’un calcul long et fastidieux a la main, ou rapide et facile avec un manipulateur
algébrique (comme TRIP par exemple, développé par I'IMCCE de I’Observatoire de Paris [5], ou tout
logiciel de calcul formel), on obtient au premier ordre en e, en prenant le moyen mouvement pour unité
de fréquence de sorte que M = ¢ (une révolution dure 27) :

3
rgi(f) cos2(x—v(t)) = cos2(x —1) — §C08(2x4) T 7;005(2)6* 31) +0(e). (7.23)

On obtient ainsi I’expression approchée du hamiltonien H:

H~ 9)&2 — SGms

2 4a3

(B—A) [cosZ(x—t) te <—;cos(2x—t) + %cos(2x— 3z)>] . (7.24)

Ce qui donne finalement, quand on pose € = % % = %nz % et que I’on divise le hamiltonien par C

(ce qui revient a prendre C = 1; on note alors p, = X le moment conjugué de x), le hamiltonien approché
de la rotation du satellite :

~ 2 1 7
H~ % —gcos2(x—t)—¢ge (—2005(2x —1)+ Ecos(Zx— 3t)> (7.25)

Le paramétre € = @3 /4, ot @y = n1/3(B—A)/C est la pulsation des petites oscillations de libration,
mesure 1’asymétrie du satellite : il vaut € ~ 1,7- 10~ pour la Lune, 7- 10~ pour Mercure et environ 0,2
pour Hypérion.

7.10 Intégration du mouvement de rotation

Intégrons maintenant, quand c’est possible, le mouvement de rotation du satellite dans différents
cas. Les figures qui suivent sont des sections stroboscopiques (ou sections de Poincaré) : on integre
numériquement les équations de Hamilton associées a (7.25) pour de nombreuses conditions initiales, et
I’on reporte dans le plan (x —r,x) I’état du systéme a chaque passage au périastre, t = 27k. Une trajectoire
réguliere (quasi périodique) dessine une courbe, une trajectoire chaotique remplit une surface.

Premier cas : € =0. Dans ce cas I’ellipsoide d’inertie du satellite est de révolution autour de K (A = B,
ce qui est le cas d’un corps de révolution), et on retrouve une dynamique de rotation uniforme. En effet le
hamiltonien devient H = p2 /2, donc
0H 0H
pr=—— =0, X=—— =p,=cste. (7.26)
dx dpx
La rotation du satellite est uniforme, de vitesse angulaire constante p, : x = p,t + X, et toutes les vitesses de
rotation sont possibles. Ces trajectoires sont des droites horizontales dans I’espace des phases (figure 7.7).
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£=0 : rotation uniforme, x constant
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y=x—t (orientation du grand axe par rapport a la direction de la planete)

FIGURE 7.7 - Espace des phases de la rotation du satellite, € = 0.

Deuxieéme cas : ¢ =0. Dans ce cas, le satellite a un mouvement de révolution circulaire autour du corps
central. Le hamiltonien devient quasiment le hamiltonien d’un pendule :
H= 7" —€cos2(x—t). (7.27)

Pour se rapprocher du hamiltonien d’un pendule, on a envie de faire le changement de variable y =x—t. Ici
on peut utiliser 1a méthode habituelle des fonctions génératrices en introduisant une fonction G, (x, py,t)
par exemple, qui transforme H en le hamiltonien d’un pendule classique, et on en déduit le changement
de variable par la méthode d’Hamilton-Jacobi (annexe A).

Cependant une astuce bien connue dans ces situations simples peut nous épargner ces longs calculs.
11 suffit de remarquer que chercher un couple (x, p,) solution du systéme non autonome H= P22 —
€cos2(x —t) est équivalent a chercher deux couples de variables (x, py) et (¢,K) solutions du systeéme
autonome 2 deux degrés de liberté H' = p2/2 — gcos2(x —t) + K. En effet dans les deux cas, les trois
variables communes x, p, et ¢ vérifient les mémes équations. Pour x et p, c’est évident (dans les deux cas
X = py et p, = —2¢€sin2(x—1)). Pour ¢ c’est aussi vrai puisque dans le premier cas = 1, tout comme
dans le deuxieme cas i = dH' /dK = 1.

Cherchons donc le changement de variable qui réalise y = x — ¢ dans ce nouveau systéme autonome.

Quitte a choisir un changement de variable, autant en choisir un simple : prenons un changement de
variable linéaire. D’apres le deuxieme exemple de la section A.1, il suffit de trouver deux constantes c et

d telles que
_ -1
C):(i d1> <t) et <§§>:<¢T) (1;() (7.28)
N——

o
Par souci de simplicité, on choisit c =0 etd = 1, d’ott z =1, py = py et p, = p, + K. On obtient donc dans
le nouveau jeu de variables (y, z, py, p;) le hamiltonien H' = p§ /2 —€cos2y+ p, — py, soit, en complétant

le carré,
—1)? 1
(py2> —ecos2y+pz—§. (7.29)

Ici p, est constant (z n’apparait pas dans H’), il ne change donc pas la dynamique et on peut 1’absorber
dans H' sans changer les équations. Enfin, en faisant le changement de variable canonique / = p, — 1 (une
translation), on obtient bien le hamiltonien du pendule, a « double fréquence » :

H =

12
H:§—8c032y y=x—t, [=x—1. (7.30)
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La variable y est 1’angle entre le grand axe du satellite et la direction du corps central, et I I’écart entre la
vitesse de rotation et le moyen mouvement. Intégrons ses trajectoires numériquement et tracons-les dans
I’espace des phases (y,x) (figure 7.8).

£=0,1, e=0 : pendule (résonance 1:1)

2,0

1,5

1,0 +

T - L - T
0 2 b4 372 2r

x (vitesse de rotation / moyen mouvement)

y=x—1 (orientation du grand axe par rapport a la direction de la planéte)

FIGURE 7.8 — Espace des phases de la rotation d’un satellite en couplage spin-orbite, € = 0,1 et e = 0.

On retrouve ici bien siir ’espace des phases du pendule (double, puisque le potentiel —& cos2y a deux
minima sur un tour, y =0 et y = 7 : les deux extrémités du grand axe sont équivalentes). On parle alors de
résonance. On dira que le mouvement de rotation du satellite est en résonance avec son mouvement de
révolution lorsque les conditions initiales du mouvement du satellite sont telles que son mouvement de
rotation est compris dans I’une des deux zones centrales (peuplées de courbes fermées) de I’espace des
phases : les zones de libration. Dans ce cas, la vitesse angulaire de rotation du satellite est quasi égale a sa
vitesse angulaire de révolution, et le grand axe oscille autour de la direction du corps central : c’est la
rotation synchrone, celle de la Lune.

On conclut de cette premiére analyse que, chaque fois qu’on a A # B, il existera des zones de
résonance : les zones de libration. Si les conditions initiales du mouvement du satellite sont telles que
le mouvement de rotation se trouve dans une de ces zones, alors la rotation sera en résonance avec la
révolution et les deux mouvements auront des vitesses angulaires quasi identiques.

Remarque 1. Ceci peut arriver souvent, car la taille de la zone de libration n’est pas nulle. En effet,
I’énergie de la trajectoire séparatrice, qui passe par les points hyperboliques (y = +7/2,1 =0), est H = €.
Or H = I? /2 — £ cos 2y, donc pour y = 0 la séparatrice passe par I = 4-2/€. La largeur totale de la zone de
résonance, en vitesse de rotation, est donc 41/€ = 2y /n : elle croit comme la racine carrée de I’asymétrie
du satellite. On vérifie bien sur la figure 7.9 que la taille de la zone de libration augmente avec € (de
40,63 a 0,89 autour de x = 1 entre € = 0,1 et 0,2).
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£=0,2, e=0 : la zone de libration s'élargit

e
0 2 T 3n/2 2r

y=x—1 (orientation du grand axe par rapport a la direction de la planéte)

x (vitesse de rotation / moyen mouvement)

FIGURE 7.9 - Espace des phases de la rotation d’un satellite en couplage spin-orbite, € = 0,2 et e = 0.

Remarque 2. Le pendule est le modele générique des résonances : il représente localement toutes les
résonances, sauf celles qui existent dans les systémes a plus de deux degrés de liberté ol entrent en
résonance plus de deux fréquences.

Remarque 3. L état final couplé (ol la période de rotation et la période de révolution du satellite sont
dans un rapport rationnel simple) représente en fait 1’état final résonant pour les couples plancte-satellite
décrits dans I’introduction de ce paragraphe. Pour le couple Terre-Lune, il s’agit d’un couplage 1:1; c’est
aussi le cas de presque tous les satellites réguliers des planetes géantes (Hypérion, étudié plus loin, fait
exception), de Pluton et Charon (chacun présentant toujours la méme face a I’autre) et probablement
de la plupart des exoplanetes proches de leur étoile. Mais en fonction des parametres € et e, ainsi que
des caractéristiques liées a la dissipation interne de 1’énergie que nous avons négligée, I’état final peut
étre différent, comme par exemple le couplage 3:2 de Mercure autour du Soleil : I’excentricité élevée de
Mercure (e = 0,206) rend la résonance 3:2 (le terme en cos(2x — 3¢) du hamiltonien (7.25)) plus attractive
que la résonance synchrone pour le freinage de marée.

Troisieme cas : le cas général, € # 0 et e #0. Dans ce cas général, le probleme est réellement a deux
degrés de liberté (ou un degré et demi, comme on dit parfois pour un systeme a un degré de liberté forcé
périodiquement). Il n’est plus intégrable. Les termes en cos(2x —) et cos(2x — 3¢) du hamiltonien (7.25)
créent deux nouvelles résonances, de vitesses de rotation moyennes x = 1/2 et x = 3/2 (résonances 1:2
et 3:2). Tant qu’elles restent séparées de la résonance synchrone, ¢’est-a-dire pour 2+/€ < 1/2, leurs
largeurs valent 4\/ ge/2et 4\/ Tee/2; pour € = 0,2, la zone de libration synchrone s’étend déja de x ~ 0,1
a 1,9 et ces deux résonances n’apparaissent sur les sections qu’en bordure de cette zone. Les trajectoires
séparatrices ne joignent plus les points hyperboliques, et il y a apparition de chaos au voisinage de ces
points, comme on le voit sur la figure 7.10.
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£=0,2, e=0,001
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FIGURE 7.10 - Sections stroboscopiques de la rotation d’un satellite en couplage spin-orbite, € = 0,2 et e = 0,001
(en haut), e = 0,01 (en bas). Un petit ilot de résonance 1:2 apparait sous les points hyperboliques (y = ©/2 et 37 /2,
X ~0,8) et une fine couche chaotique entoure les séparatrices ; I’Tlot de la résonance 3:2, minuscule et collé a la
zone synchrone (vers X ~ 1,9 en y = 0), n’est pas visible a cette échelle.

De plus, mé&me avec une faible perturbation, il ne subsiste plus d’ensemble continu de trajectoires
régulieres, pas méme dans la zone de circulation, bien que ce ne soit pas évident a I’ceil nu. Les trajectoires
régulieres deviennent isolées et il apparait, au milieu des anciens domaines de trajectoires régulieres,
d’autres résonances plus petites (c’est le contenu du théoreme KAM, de Kolmogorov, Arnold et Moser,
et du théoreme de Poincaré-Birkhoff). On peut noter néanmoins que pour des perturbations faibles, les
trajectoires régulicres subsistantes limitent le chaos, qui reste confiné dans de fines couches autour des
séparatrices. Ceci apparait nettement sur la figure 7.10.

En revanche, pour de fortes perturbations, les couches chaotiques des différentes résonances se
recouvrent (critere de Chirikov) et le chaos se généralise : il ne reste des trajectoires régulieres qu’au
voisinage tres proche des centres des résonances ou aux frontieres de la zone de circulation (figure 7.11).
Le mouvement de rotation du satellite n’est plus prévisible, méme a court terme. On parle de rotation
chaotique. Ce phénomene, loin d’étre exceptionnel, existe dans le Systeme solaire. La figure 7.11 applique
les parametres dynamiques du couple Saturne-Hypérion (¢ = 0,2 et e = 0,1) au modele que nous avons
décrit. Pour une excentricité aussi forte, ce modele, tronqué au premier ordre en e, n’est qu’indicatif : le
terme d’ordre 2 négligé en cos(2x —4¢) (résonance 2:1), d’amplitude %eez = 0,085 ¢, dépasse le terme
conservé de la résonance 1:2, d’amplitude %ee =0,05¢.
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£=0,2, e=0,1 (Hypérion) : mer chaotique, ilots 1:1 et 1:2
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FIGURE 7.11 - Section stroboscopique de la rotation d’Hypérion, € = 0,2 et e = 0,1 : une vaste zone chaotique
entoure 1’ilot de la rotation synchrone (en y = 0 et y = 7, centré vers x ~ 0,55 et non 1, car la libration forcée est
grande et la section est prise au périastre) et un petit flot 1:2 (en y = w/2 et 37w /2, x ~ 0,87); I'1lot 3:2 a disparu.

FIGURE 7.12 — Hypérion, satellite de Saturne (360 x 266 x 205 km), photographié par la sonde Cassini en 2005 :
sa forme tres irréguliere, donc son moment quadrupolaire (B —A)/C ~ 0,26, et I’excentricité de son orbite (e = 0,1)
en font le cas d’école de la rotation chaotique (crédit : NASA/JPL/Space Science Institute).

Nous venons de voir que le mouvement de rotation d’Hypérion est un mouvement chaotique, qui se
trouve dans la région chaotique voisine des points instables de sa résonance 1:1 spin-orbite. Wisdom,
Peale et Mignard ont de plus montré [15] que dans cette zone la rotation synchrone est également instable
vis-a-vis des basculements de 1’axe de rotation : Hypérion culbute de facon imprévisible, ce que les
observations de Voyager 2, puis de Cassini et des courbes de lumiere depuis le sol ont confirmé (le temps
de Liapounov est de 1’ordre de quelques dizaines de jours). Ceci nous a permis de comprendre I’ intérét
du modele générique de pendule. Ceci nous a permis aussi de montrer I’apparition du chaos dans un
probléeme de mécanique céleste. L’ apparition de régions chaotiques au voisinage de résonances est un
phénomene extrémement répandu, et le méme mécanisme de recouvrement de résonances explique les
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lacunes de Kirkwood, la diffusion chaotique des cometes et, comme on va le voir, le chaos des orbites
planétaires elles-mémes.

8 Perspectives : le chaos dans le Systéeme solaire

De la méme maniere, les couplages orbite-orbite font apparaitre des comportements similaires, mais a
des échelles de temps beaucoup plus longues. Dans le cas des planetes, les résonances qui importent ne
sont pas des résonances de moyen mouvement (les périodes des planétes ne sont pas commensurables,
a I’exception de la quasi-résonance 5:2 entre Jupiter et Saturne, la « grande inégalité » déja étudiée par
Laplace) mais des résonances séculaires entre les fréquences de précession des périhélies (g;) et des
nceuds (s;) des orbites, dont les périodes sont de quelques dizaines de milliers a quelques millions d’années.
La figure 8.1 présente par exemple 1’argument critique 0 = 2(®@s — ®3) — (Q4 — Q3) de la résonance
séculaire 2(g4 — g3) — (s4 — s3) ~ 0 entre la Terre (indice 3) et Mars (indice 4), ou @; et Q; désignent les
phases des termes de fréquences g; (périhélies) et s; (nceuds) de la solution séculaire. Calculé par Laskar
sur 200 millions d’années, cet argument passe alternativement de la libration a la circulation, signature de
la traversée chaotique d’une résonance séculaire.

o

w
o
o
o
a
o

A/ 0. 0 0.
{ |
\\\ l
o W {
e :
1.5 1.8 «]..5 i-l_
-1.5 0. ] <5 -1.5 0. .49
b 20 - 30 Myt d 110 - 120 My,

FIGURE 8.1 — Argument critique 8 = 2(@s — ®@3) — (Q4 — Q3) de la résonance séculaire Terre-Mars, représenté en
coordonnées polaires (angle polaire 0) sur quatre intervalles de 10 millions d’années : libration (a, d : la courbe
n’entoure pas 1’origine) ou circulation (b, ¢) selon 1’époque. D’apres Laskar (1990, Icarus 88, 266).

Le terme perturbateur est dans ce cas bien inférieur, aussi les phénomenes de chaos se manifestent-
ils a des horizons temporels bien supérieurs. Toutefois, ces phénomenes deviennent dominants passé
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100 millions d’années, au point qu’il est impossible de déterminer la position des planétes au-dela
de cet horizon temporel. Non que I’on soit incapable de faire les calculs ou que 1’on se heurte a des
problemes numériques, mais le systeme dynamique amplifie de facon exponentielle toute incertitude sur
les conditions initiales : |8Z(r)| ~ |§Z|e*, avec un temps de Liapounov 1/A de I’ordre de 4 & 5 millions
d’années (figure 8.2). Une erreur de 15 m sur la position initiale de la Terre devient 150 m au bout de
10 millions d’années, 1 500 km au bout de 50 millions d’années et 150 millions de kilometres, une unité
astronomique, au bout de 100 millions d’années. Les positions (phases orbitales) des planetes ne sont plus
déterminables au-dela de 100 millions d’années : on a perdu le déterminisme pratique, on parle alors de
chaos déterministe.

Secular equations : 200 Ma : Laskar (1989,1990)
Direct integration : 100 Ma : Sussman and Wisdom (1992)

o T T T T

150 000 000 km

1 500 000 km

L Effet of chaos

15 000 km

150 km

1,5 km

regular mode

15 m

0.1 Ma 1 Ma 10 Ma 100 Ma
time

d(T) =~ dy10T1°

FIGURE 8.2 - Croissance de I’erreur sur la position de la Terre en fonction du temps, d’apres I’intégration des

équations séculaires par Laskar (1989, 1990) sur 200 millions d’années et 1’intégration directe de Sussman et

Wisdom (1992) sur 100 millions d’années : dans le régime chaotique, I’erreur est multipliée par 10 tous les 10
millions d’années, d(T) ~ d 107/10M2,

Ce résultat, obtenu par Laskar en 1989 [16] par I’intégration numérique de son systéme séculaire
moyenné (150 000 termes polynomiaux, obtenus avec le manipulateur algébrique TRIP), puis confirmé
par 'intégration directe des équations du mouvement par Sussman et Wisdom [19], a profondément
changé notre vision du Systeme solaire. Il a depuis été précisé de plusieurs manieres.

* Le chaos est essentiellement porté par les planetes intérieures. Les orbites des planétes géantes,
elles, restent trés régulieres : leurs fréquences séculaires sont stables sur des milliards d’années,
méme si leurs phases finissent par étre perdues elles aussi.

» L’obliquité des planetes est également sujette au chaos : Laskar et Robutel (1993) ont montré que
I’obliquité de Mars varie de fagon chaotique entre 0° et 60° sur des dizaines de millions d’années,
ce qui a des conséquences majeures sur son climat passé (dépdts glaciaires aux basses latitudes),
tandis que 1’obliquité de la Terre, stabilisée par la présence de la Lune, ne varie que d’environ
+1,3°.

 Laskar et Gastineau ont montré en 2009 [18], par 2501 intégrations directes sur 5 milliards d’années,
que I’excentricité de Mercure peut étre pompée par une résonance séculaire avec Jupiter (g; — gs)
jusqu’a des valeurs proches de 1 dans environ 1 % des cas, conduisant a une collision avec Vénus
ou le Soleil, ou a une déstabilisation de I’ensemble du Systéme solaire interne pouvant aller jusqu’a
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une collision entre Mars ou Vénus et la Terre. Le Systeme solaire est donc marginalement stable :
la probabilité d’un événement catastrophique avant la fin de vie du Soleil est faible mais non nulle.

* En sens inverse, le caractere quasi périodique des mouvements des planetes sur quelques dizaines
de millions d’années permet de calibrer les échelles de temps géologiques (cyclostratigraphie) a
partir des cycles climatiques de Milankovitch qu’elles impriment dans les sédiments ; la limite de
50 a 60 millions d’années au-dela de laquelle la solution orbitale n’est plus valide (Laskar et al.
2004, 2011) est aujourd’hui une contrainte bien connue des géologues.

Ainsi, en moins de quarante ans, la mécanique céleste est passée d’une science de la régularité, presque
achevée aux yeux de ses propres praticiens, a I’une des sciences les plus vivantes de la dynamique non
linéaire, dont les outils (théorie KAM, cartes de fréquence, variétés invariantes, intégrateurs symplectiques)
irriguent en retour la conception des missions spatiales, 1’étude des systemes exoplanétaires et la physique
des accélérateurs de particules. C’est cette continuité entre les problemes les plus classiques et les questions
les plus ouvertes que ce cours a voulu suggérer.
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Annexe A : Changements de coordonnées canoniques

A.1 Coordonnées canoniques et transformations canoniques

L’objet de cette annexe est de déterminer quelles sont les transformations que 1’on peut faire sur les
variables p et q tout en laissant au systeme hamiltonien sa forme simple et pratique. On appelle cette
classe de transformations les transformations canoniques.

Le choix des coordonnées généralisées g n’est limité par aucune condition si ce n’est qu’elles
doivent définir de facon univoque la position du systeme dans 1’espace. L’ aspect formel des équations de
Lagrange (3.53) ne dépend pas de ce choix, et dans ce sens on peut dire que les équations de Lagrange sont
invariantes par rapport a la transformation qui fait passer des coordonnées généralisées g = (q1,...,qm)
a d’autres coordonnées généralisées indépendantes Q = (Qy,...,0n). Les nouvelles coordonnées Q
sont fonctions des anciennes ¢ il est facile de voir qu’elles peuvent dépendre aussi de la variable ¢ de
maniere explicite. Ainsi ces transformations, dites ponctuelles, qui laissent invariant le lagrangien sont
des transformations du type Q; = Q;(q,?). Outre les équations de Lagrange, ces transformations laissent
évidemment invariante la forme (3.59) des équations de Hamilton.

Cependant les équations de Hamilton admettent en réalité une classe beaucoup plus grande de
transformations qui les laissent invariantes. Cette circonstance découle du fait que dans la méthode de
Hamilton, les impulsions généralisées p = (py,...,pm) jouent le role de variables indépendantes au
méme titre que les coordonnées g. C’est pourquoi la notion de transformation peut étre élargie de facon a
englober la transformation des 2m variables indépendantes g et p en les nouvelles variables Q et P suivant
les formules

Qi:Qi(q7p7t)7 Pl:Pl(q7p7t) (Al)
Cet élargissement de la classe des transformations qui laissent le systeme d’équations invariant constitue
un des avantages essentiels de la méthode de Hamilton en mécanique. Cependant, attention : il serait
completement faux d’en déduire que les équations hamiltoniennes du mouvement conservent leur forme
canonique pour toute transformation du type (A.1). Déterminons donc, parmi les transformations de ce
type, quelles sont les transformations permises sur les variables p et ¢ qui laissent au systeme (3.59) sa
forme hamiltonienne. Introduisons tout d’abord la définition suivante.

Considérons un systéme hamiltonien défini par la fonction de Hamilton H(q, p,t) dans le jeu de
variables canoniques (g, p), c’est-a-dire tel que ¢ = dH/dp et p = —dH /dq. Soit une application
d: R” x R™ — R™ x R™ qui définit un changement de variables du jeu de coordonnées (g, p) dans
le jeu de coordonnées (Q,P) = (Q(q, p,t),P(q,p,t)). On dira que ® est canonique si, quel que soit
le hamiltonien H, les équations du mouvement se mettent encore dans les nouvelles variables Q et P
sous la forme hamiltonienne ~ _

oH P= —a—H (A.2)

Q:aT7 aQ’

avec H une application de R™ x R™ x R dans R, fonction de (Q,P,¢), dont la différence avec H
exprimé dans les variables (Q, P,¢) ne dépend que de la transformation et non de H “.

a. 1l existe en fait une autre définition des transformations canoniques comme étant celles qui conservent, a ¢ fixé, la
2-forme différentielle dg A dp (transformations symplectiques). Avec la condition imposée ici a H, les deux définitions
coincident. Sans cette condition, la définition serait plus large : elle admettrait par exemple le changement d’échelle Q = g,
P =2p, qui conserve la forme hamiltonienne avec pour nouveau hamiltonien le double de H, alors que [Q,P] = 1/2. La
définition symplectique est plus généralement admise, mais elle est plus compliquée en ce qu’elle nécessite tout I’ appareil
des formes différentielles pour sa définition. La définition donnée ici sera largement suffisante pour les besoins de ce cours.
Voir [1] pour plus de détails.

Cherchons maintenant & quelle condition un changement de variables est canonique. Considérons
le systeme hamiltonien H(q, p,t) dans le jeu de variables (g, p). Supposons donné un changement de
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variables entre les anciennes variables (g, p) et des nouvelles variables (Q, P), explicité par 2m fonctions
fi et g; de R?"*! dans R de la maniére suivante :

Ql:ﬁ(Qapvt)7 pi:gi(Q7P7t)' (A3)

Ce systeme de 2m fonctions a 2m variables est supposé bijectif, au moins localement, puisque ce sont
des changements de variables; le systéme inverse donne alors les (Q,P) en fonction des (g, p). Pour
déterminer a quelle condition ce changement de variables est canonique, nous allons calculer les dérivées
partielles de la fonction H(q¢(Q,P,t),p(Q,P,t),t) par rapport a chacune des variables P; et Q;. Nous
en déduirons les expressions des Q; et des P, et nous en tirerons ensuite facilement des conditions de
canonicité. On appelle H* la fonction de Hamilton H écrite dans les variables (Q,P,t) :

H(Q,Pt) =H(q(Q,P.1),p(Q,P1),1). (A4)
Donc pour toute variable x parmi ’ensemble des variables (Q;, P;), on a
oH* 0Hdq; JHJIp;\ JH df; JH dgi
ox _g’ <8q,~ ox + api 8x> _Z’ <8q,~ ox + dp; ox )’ (A-5)

Or d’apres les équations de Hamilton et 1’expression (A.3), on a

OH i % of; . af, af;
2y = Z( 3 Q] >+ S0 (A.6)
50 P —;<8QJQ,+8PJP,>+ o (A7)

On obtient donc I’expression générale de la dérivée partielle de H* en fonction des Q; et P :
9H i df; dgi  dfi dgi\ , df; dgi  df; dgi
ZZ(an o axa0,) 9t ELGpar “arap,) D

+Z<‘9fi‘12iaﬁ‘%’i) (A8)

ot dx Jx ot

Pour simplifier les notations, on introduit le crochet de Lagrange de deux variables u et v associé au
changement de variables défini par les f; et les g; :

_ dfidgi dfidgi\ _ dqi dp; dq;dp;
[“’V]—§<auav avou) "2\ Gua v ) (A.9)
Ainsi I’équation générale se réécrit simplement de la maniere suivante :
JH* ) .
5 = L (10,1 Q;+ [P, Py) + [t (A.10)

J

11 suffit maintenant d’identifier cette équation aux équations canoniques en (Q, P) pour déterminer les
conditions de canonicité. On obtient le théoréme suivant.

Soient 2m fonctions Q(q, p,t), P(g,p,t) définissant un changement de variables ® : R” x R" —
R™ x R™. Ce changement de variables est canonique si et seulement si les conditions suivantes sont
respectées :

* pour tout i et tout j on a [Q;, Pj| = &;j, [0;,Q;] =0et [P, Pj] =0;
« il existe une application F : R” x R" x R — R telle que dF/dx = [t,x] pour x pris dans
I’ensemble des variables (Q;, P;).

Le nouveau hamiltonien est alors H = H* — F.
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Si le changement de variables ne dépend pas explicitement du temps , on a d f;/dt = dg;/dt = 0 pour tout i.
Les crochets [t,Q;] et [, P;] sont alors nuls quel que soit j et 1’on peut prendre F' = 0. Dans ce cas le hamiltonien

conserve sa valeur : H = H*.

En résumé, on a donc avec ce théoréme une méthode simple de vérification qu’un changement de
variables est canonique. Dans le cas général ol le changement de variables dépend du temps, et si I’on veut
générer un changement de variables particulier, il reste cependant a trouver la fonction F. Le théoreme
suivant, qui donne une autre condition nécessaire et suffisante de canonicité, plus concise et plus facile a
utiliser, peut aider a trouver cette fonction comme on le verra dans le paragraphe suivant.

Pour qu’une transformation (g,p) — (Q,P) soit canonique, il faut et il suffit qu’il existe une fonction
F telle que la forme différentielle

Y (pjdg;—P;dQ))+Fdi (A.11)

J

soit une différentielle totale. On a alors F = H — H* = —F.

Ce théoreme découle directement du théoréme précédent. On pourra consulter [3] pour plus de détails
sur la démonstration. Si le changement de variables ne dépend pas du temps, une condition nécessaire et
suffisante pour que le changement de variables (¢, p) — (Q, P) soit canonique est que };(p;dg; — P;dQ;)
soit une différentielle totale.

Du théoreme 2 on déduit immédiatement quatre conditions équivalentes pour qu’un changement de
variables soit canonique. Il s’agit simplement de la condition (A.11) du théoréme écrite dans quatre jeux
de variables différents, (¢,Q), (¢,P), (p,Q) et (p,P) :

Y. (pjdg;—P;dQ))+ (H —H")dt = dGy, (A.12)
i(deQJ+dePj)+(ﬁ—H*)dt:dGz, (A.13)
j
Y. (—4;dp; —P;dQ;) + (H — H*)di = dG3, (A.14)
i(—qj'dPﬁdePj)Jr(ﬁ—H*)dt =dGy, (A.15)

J

ou les seconds membres sont les différentielles totales de fonctions différentes notées Gi(q,Q,t),
G2(q,Pt), G3(p,Q,t) et G4(p,P,t). La relation (A.12) n’est autre que la condition nécessaire et suf-
fisante du théoreme 2, tandis que les relations suivantes s’en déduisent immédiatement par transformation
de Legendre, par exemple Gy = G + ) ; P;Q; (cf. [3] pour les détails).

Dans la pratique ce sont ces quatre conditions que 1’on utilisera, car elles sont faciles a manier. Cependant on
fera attention a choisir une fonction G parmi Gy, G2, G3 ou G4 adaptée au probleme. En effet on ne peut pas
prendre n’importe quel jeu de variables pour n’importe quel changement de variables : il faut naturellement
que le jeu de 2m variables dont dépend G soit indépendant. Par exemple pour la transformation canonique
identité, le choix de G (g, Q) ne peut fonctionner car le jeu de variables (¢, Q) = (¢, q) n’est pas indépendant :
le premier membre de (A.12) est alors identiquement nul, donc trivialement une différentielle totale, mais
aucune fonction G (g, Q) ne permet de retrouver p et P par les relations p = dG;/dq et P=—9JG;/dQ, qui
supposent g et Q indépendants. Il en va de méme pour Gy4. Par contre, bien siir, pour la transformation identité
le théoreme s’applique parfaitement avec G, et G3.

En conclusion, les théorémes 1 et 2 nous donnent deux caractérisations simples de I’ensemble
des changements de variables canoniques. Naturellement, on utilisera préférentiellement le théoreme 1
lorsque I’on voudra vérifier qu’un changement de variables donné est canonique, puisque dans ce cas la
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vérification est quasi immédiate. Par contre on utilisera plutdt le théoreme 2 lorsque 1’on voudra générer un
changement de variables canonique, puisque dans ce cas cela est simple : il suffit de choisir une fonction
Gi(q,0), G2(q,P), G3(p,0Q) ou G4(p,P) dont la matrice des dérivées secondes croisées (par exemple
0°G,/dqdP) est inversible, et il en découle immédiatement le changement de variables et le nouveau
hamiltonien associé. Pour cette raison, on appelle les fonctions de ce type des fonctions génératrices.

Exemples de changements de variables canoniques.

* On peut vérifier facilement, avec le théoreme 1, que le changement de variables qui envoie les
coordonnées « polaires » (r,¢) dans les coordonnées cartésiennes (x,y), défini par x = v/2rcos ¢
et y = v/2rsin @, est canonique si I’on considere ¢ comme la coordonnée et r comme le moment
conjugué, a condition de prendre y comme nouvelle coordonnée et x comme nouveau moment :
[v,x] = 1, alors que [x,y] = —1. C’est exactement la transformation qui fait passer des variables de
Poincaré (7,I) aux variables cartésiennes (£, 1) de la section 5.6, ol 1] est la coordonnée et & le
moment conjugué.

* On peut vérifier facilement que le changement de variables linéaire (Q,P) = (<7 q, Ap), avec o/
et % deux matrices constantes inversibles, est canonique si et seulement si % = (/') ~!. Ceci est
particulierement utile lorsqu’on veut (et cela arrive souvent !) un changement de variables qui soit
linéaire et qui vérifie Q = &7 ¢ par exemple. Si I’on impose de plus que P ne dépende que de p, il
n’y a alors qu’une seule solution, c’est la transformation indiquée ci-dessus ; nous I’avons utilisée a
la section 7.10. Sans cette restriction, les transformations linéaires canoniques vérifiant Q = o7¢
sont les P = (&/") " (p+.7q), avec . matrice symétrique quelconque.

Exemples de fonctions génératrices.

* La fonction Gy = Y ¢;P; engendre la transformation identique, puisqu’on a p; = dG»/dq; = P,
0, = 8G2/8P, =gqg;etH=H".

» La fonction G| = Y, ¢;Q; inverse le role des variables et de leurs conjuguées, puisqu’on a p; =
dG1/dq; = Q;, P,=—9G;/dQ; = —q; et H = H*. Attention cependant au changement de signe,
qui ne peut étre supprimé si I’on veut un changement de variables canonique.

A.2 Fonctions génératrices

Dans cette section, on montre comment utiliser le théoreme 2 pour trouver des changements de
variables canoniques qui aboutissent a une simplification du hamiltonien.

On vient de voir plus haut qu’il est facile de générer un changement de variables canonique. Cependant,
en pratique, il est difficile de prévoir quelle sera la modification que ce changement de variables va induire
sur le hamiltonien au moment ou 1’on choisit les fonctions G, Gy, G3 ou G4. Pourtant, pour que la
modification du hamiltonien aille dans le sens d’une simplification, il faudrait pouvoir la déterminer des le
choix des fonctions G; et ainsi aboutir a la simplification voulue a I’avance. On peut arriver a ce résultat
en utilisant le théoreme 2.

Prenons par exemple un changement de variables canonique qui vérifie la condition (A.13) du théoréeme
2. D’apres sa définition, la fonction G, est une fonction des variables (g, P,¢). On peut donc naturellement
écrire sa différentielle totale sous sa forme classique :

G G dG
dGQIZ(ac]jdq]'—i-ande)-thzdﬁ (A.16)
J

En égalisant les termes de cette différentielle totale avec la condition de canonicité (A.13), on déduit
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immédiatement le systeme d’équations suivant :

vi, pi—aG"‘g‘;’_P”), (A.17)
~ dG,(q, Pt
H(Q7P7t)_H(q7p7t)_2(aqt)' (Alg)

Le choix de la fonction G, détermine donc entierement, non seulement le changement de variables au
travers des 2m équations (A.17) et (A.18) comme on I’a vu plus haut, mais aussi la simplification induite
sur le hamiltonien comme le montre 1’équation (A.19). Jusque-la il n’y a rien d’étonnant puisque la
fonction G, est une fonction génératrice. Maintenant, si I’on cherche a ramener le hamiltonien a une
fonction simple donnée H, il suffit de prendre comme fonction génératrice la fonction G, qui vérifie
I’équation aux dérivées partielles

8G2(Q>Pvt)_~ 8G2(Q>Pvt) . .an(C],P,t)
e =H A TR Pit) —H g ) (A.20)

Ceci constitue donc une méthode pour déterminer a priori la fonction génératrice G, du changement de
variables qui donnera les simplifications attendues sur le hamiltonien. Notez que tout ce qui vient d’étre
montré avec G, pourrait &tre fait de la méme maniere avec G, G3 ou G4. Dans la pratique on choisira
une fonction génératrice des variables les plus adaptées a la transformation souhaitée.

A.3 Résolution par la méthode de Hamilton-Jacobi

Dans cette section, on montre que [’utilisation des changements de variables canoniques peut dans
certains cas s’avérer étre une méthode d’intégration des équations du mouvement extrémement
efficace.

Remarquons tout d’abord que les équations canoniques dans lesquelles le hamiltonien H dépend
uniquement des moments P s’intégrent facilement. En effet, si H = K(P), les équations canoniques
s’écrivent

, oK . 0K
d’oul I’on déduit immédiatement
oK
P@t)=P(0), Q) =0(0)+1 55| (A.22)
P(0)

les moments sont des constantes et les coordonnées des fonctions linéaires du temps (ce sont les variables
d’action-angle lorsque les Q sont des angles). Cherchons maintenant les transformations canoniques
qui rameénent le hamiltonien H (g, p) a une forme K(P). Cherchons pour cela une fonction génératrice
G2(q,P) d’une telle transformation. De la relation (A.13) nous obtenons p = dG,/dg, ce qui nous donne

la condition suivante sur G5 :

2G> (g, P

H<q, g(q’ )> — K(P), (A.23)
q

o, apres dérivation, il faut exprimer ¢ en fonction de (Q, P). L’équation (A.23), équation aux dérivées
partielles du premier ordre pour la fonction G, des m variables g, dans laquelle les P jouent le role de
parametres, s’appelle [’équation de Hamilton-Jacobi. On vient de montrer ici la condition nécessaire du
théoréme de Jacobi.
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Théoreme de Jacobi

Si I’on a trouvé une solution G»(g,P) de I’équation de Hamilton-Jacobi (A.23) dépendant de m
parametres P; (une intégrale complete) et telle que det (92G,/dPdq) # 0, alors les équations

canoniques
JoH JH
a o I y— A24
1=5, P 9 (A.24)
s’intégrent explicitement par quadrature (cf. (A.22)). Les fonctions P(q, p) définies par les équations
dG3(q,P)/dq = p sont m intégrales premieres des équations (A.24), et les Q = dG,/J P sont linéaires

en temps.

a. Cette condition sur le déterminant de la hessienne mixte de G, n’est autre qu’une condition nécessaire et suffisante
pour assurer que le jeu de variables (g, P) est indépendant et qu’on peut utiliser la fonction G, comme génératrice (cf. la
remarque sur le théoréme 2 a la section A.1).

Montrons rapidement la condition suffisante du théoréme. Considérons la transformation canonique de
génératrice G»(q, P). D’apres (A.13), p = dG,(q,P)/dq, d’ou I’on déduit P(g, p) (au moins localement)
puisque det(9d2G,/dPdq) # 0. Calculons alors la fonction H (g, p) dans les nouvelles coordonnées (Q, P).
On a H(q,p) = H(q,dG2(q,P)/dq). Pour trouver le hamiltonien il suffit alors de remplacer dans cette
relation (aprés dérivation) ¢ par son expression en fonction de P et Q. Or, puisque par hypotheése G»(q, P)
est solution de 1’équation de Hamilton-Jacobi, ’expression H(q,dG2(q,P)/dq) ne dépend pas de ¢, de
sorte que I’on a tout simplement H(Q, P) = K(P). Il en résulte le théoréme de Jacobi.

La méthode de Hamilton-Jacobi s’étend facilement au cas o la fonction génératrice G, dépend du temps. Dans
ce cas, seule 1’équation de Hamilton-Jacobi est modifiée tandis que le théoréme reste le méme. Elle devient

aGZ(Q7P7t) &GZ(QvPJ) _
H(q, e R ] (A.25)

En particulier, le choix K = 0 rend toutes les nouvelles variables constantes : c’est ce que I’on fait a I’annexe B
pour I’oscillateur harmonique.

En résumé, on vient de montrer que si I’on trouve une solution G, a I’équation de Hamilton-
Jacobi (A.23), le probleme de I’intégration des équations canoniques est résolu et le changement de
variables qui permet de passer dans le jeu de variables qui intégre le probleme se formule simplement.
Notez que ce qui vient d’étre montré pour G, est encore vrai pour G, Gz ou Gy telles qu’elles sont
définies dans les relations (A.12) a (A.15), pour peu que 1’on adapte les hypotheses du théoréme de Jacobi
au jeu de variables correspondant a chaque G;.

La méthode de Hamilton-Jacobi que I’on vient de voir rameéne donc la résolution d’un systéme
d’équations différentielles ordinaires (3.59) a la recherche de I’intégrale complete de I’équation aux
dérivées partielles (A.23). Il parait étonnant que cette réduction d’un probléme simple a un probléme
plus compliqué constitue une méthode efficace de résolution. Et pourtant, dans la pratique, c’est une
méthode puissante d’intégration analytique, en particulier lorsque les variables se séparent, comme dans
le probleme de Kepler. Elle constitue d’ailleurs un des atouts majeurs de ’utilisation du formalisme
hamiltonien, et le point de départ des théories de perturbation canoniques (transformations de Lie, méthode
de von Zeipel) qui sont I’outil de base de la mécanique céleste analytique moderne.
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Annexe B : Le pendule harmonique et le probleme de Kepler : approche
hamiltonienne

B.1 Cas du pendule harmonique

B.1.1 Ecriture du hamiltonien

Le probléme du pendule harmonique est le probleme du pendule aux petites oscillations. 11 s’agit du
probléme du pendule simple défini a la section 3.8, dans lequel on limite 1’étude au domaine 6 < 1. Dans
la pratique, I’énergie cinétique reste la méme et I’énergie potentielle devient U = mgl6? /2. On appelle
encore ce probleme le probleme de I’oscillateur harmonique : 11 dépasse le cadre du pendule et concerne
tous les problemes d’attraction d’un point par un centre fixe selon une force proportionnelle a la distance.
On retrouve ce probleme fondamental dans toutes les dynamiques au voisinage d’équilibres linéairement
stables, en physique. Sous sa forme fondamentale, on introduit en général la variable élongation g =10 et
le coefficient de rappel k = mg/1, de sorte que 1’énergie cinétique et I’énergie potentielle s’écrivent

1
T=-mi*>, U= Equ. (B.1)
Le lagrangien du probleme prend donc la forme L(g,q) = %qu — %kq2. La variable conjuguée de g est
alors p = dL/d¢ = mq. Ceci nous donne le hamiltonien de I’oscillateur harmonique :

P2 1 2
H(q,p) = o Tk (B.2)

B.1.2 Recherche d’une fonction génératrice

Intégrons ce systeme par la méthode de Hamilton-Jacobi. Pour cela, cherchons, si elle existe, une
fonction génératrice G»(q, P,t) de la transformation (g, p) — (Q, P) telle que le jeu de variables (g, P)
soit indépendant (c’est-a-dire d2G,/dPdq # 0) et qui soit solution de I’équation de Hamilton-Jacobi

G, G,
H|qg,——,t — =K(P). B.3
(q,aq,>+at (P) (B.3)
On suppose dans un premier temps que G, génére les variables (Q, P) de telle sorte que le jeu (g, P) soit
indépendant, et on résout I’équation de Hamilton-Jacobi. Nous vérifierons par la suite que la solution
trouvée pour G, vérifie bien cette condition. L’équation de Hamilton-Jacobi se traduit ici par

1 (9G\* 1. , 0G,

— == —~k —— =K(P). B4
2m<8q>+2q+8t (P) B4
Etant donnée la forme de cette équation aux dérivées partielles qui contraint G,, on cherche G5 sous la
forme séparée G, = Fi(q, P) + F»(t, P). Ceci transforme I’équation aux dérivées partielles en 1’équation

suivante en Fj et F> :
1 (OR\> 1 , OF
— | = —kg® = ———= + K(P). B.5

2m<8q> +2q 8t+ (P) ®-5)

Le membre de gauche de cette équation est une fonction de g et de P, tandis que le membre de droite
est une fonction de ¢ et P. Comme les variables ¢, P et ¢ sont trois variables indépendantes, d’une part le
membre de gauche est indépendant de g, puisque c’est une fonction qui ne dépend que de P et t d’apres
I’égalité, et d’autre part le membre de droite est indépendant de ¢, puisque c’est une fonction qui ne
dépend que de g et P d’apres I’égalité. Ainsi chacun des deux membres est égal a une méme fonction de
P uniquement, qu’on note f(P) :

) 1 (R 1,
f(P)——W—i—K(P), f<P)_2m<8q> +§kQ- (B.6)
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Ce systeme s’integre facilement en introduisant deux fonctions arbitraires gj et g :

B=(K(P)-f(P)i+a(P),  F=+ [\[nQfP)—k)dg+aiP)  ®)

c’est-a-dire

Go = (K(P) = f(P)r= [ \/m@f(P)~kq)dg+80(P)  avee go=gi+g2 (B

Ce G, ne sera solution que si, comme nous 1’avons indiqué plus haut, 9>G,/dPdq # 0, c’est-a-dire si

f'(P)
2f(P) —kq?

On vient donc de trouver ici, grace a la méthode de Hamilton-Jacobi, toute une famille (paramétrée par
f> go et K) de fonctions génératrices G, qui envoient (g, p) dans un jeu de variables (Q, P) dans lequel

le systéme hamiltonien est facile a intégrer (c’est-a-dire H = K(P)). Exhibons parmi ces solutions la
génératrice G, la plus simple & écrire, en choisissant f(P) = P (de sorte que /' =1 #0) et go = 0.

£0

B.1.3 Intégration du systeme

Quitte a chercher un H facilement intégrable, cherchons carrément un H nul, si c’est possible, et le
probleme sera tout intégré. Si G, génére une transformation de (g, p) dans un jeu de variables (Q, P) qui
annule H (K = 0), alors Q et P seront des constantes. Nous les appellerons o et 8. Alors G, s’écrit

Gy — —Bti/\/m(zﬁ —kg?)dg. (B.9)

Ce changement de variables est bien possible tant que 8 # kq?/2, puisque

9’G
2_, VM £ 0. (B.10)
IPIq /2B —kq?
C’est gagné! On a un jeu de variables dans lequel le systtme hamiltonien s’intégre immédiatement
puisqu’il y est nul a toutes dates. Ce jeu est le suivant :

O0=a P=4, (B.11)

:a(;z:_t:t/nm
9P B~

Qz—tiﬁarcsin( 2];3q>, P=p. (B.12)

Si I’on préfere I’écrire dans les variables initiales, cela donne

qziﬁsin(ﬁ(f—kd)), nga(;z:i 2mﬁcos<\/5(t+a)>. (B.13)

On reconnait ici en o et 3 les deux constantes d’intégration. Quant au signe =, il est choisi selon les
conditions initiales, par exemple suivant le signe de la vitesse a I’instant t = — . Ces trajectoires sont des
ellipses dans I’espace des phases (g, p) (figure B.1), toutes parcourues avec la méme période 27+/m/k :
c’est I’isochronisme des petites oscillations, qui distingue 1’oscillateur harmonique du pendule complet.

c’est-a-dire
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Trajectoires H=p de 1'oscillateur harmonique
3 -

2_

FIGURE B.1 - Espace des phases de 1’oscillateur harmonique ; on retrouve la partie centrale de la figure 7.4.

Dans cet exemple, 3 représente 1’énergie totale du systéme car on a en fait H = —dG,/dt = 3. Cette énergie
est bien constante, comme on pouvait s’y attendre puisque le systéme est conservatif. Sachant cela a 1’avance,
on aurait pu chercher des variables canoniques (x,y) qui vérifient H(g(x,y), p(x,y)) = K(y) et qui conservent
en méme temps la valeur du hamiltonien (c’est-a-dire H(q, p) = K(y)). Pour obtenir un tel hamiltonien il suffit
de considérer la fonction génératrice G, indépendante du temps qui vérifie I’équation de Hamilton-Jacobi
H(q,0G2/dq) =y. On a alors en effet y constante puisque y = —dK(y)/dx = 0; H est bien constant, égal a
K(y), puisque K(y) —H(q,p) = dG2/dt = 0. On a alors y = f3 I’énergie, et x, sa variable conjuguée, est le
temps puisque X = dK(y)/dy = 1. Cette méthode, qui consiste a rechercher un jeu de variables dont I’une est
constante et égale au nouveau hamiltonien, convient a tous les systémes conservatifs. Ceci n’est pas pour nous
étonner puisque dans les systeémes conservatifs le hamiltonien se conserve, c’est donc une intégrale premicre
du mouvement, et si on I’utilise comme variable dans le nouveau jeu de variables, elle sera constante et égale
au nouveau hamiltonien. La variable conjuguée du hamiltonien est alors toujours le temps.

B.2 Cas du probleme de Kepler

B.2.1 Ecriture du hamiltonien

Reprenons le probleme de Kepler tel que nous I’avions posé a la section 3.8.2. On a montré dans ce
paragraphe que le lagrangien du probleéme s’écrivait dans les coordonnées polaires (r, ¢)

L= 1m (1'”2 + rz(f)z) +

5 (B.14)

my
-
Pour simplifier les écritures, on s’affranchit de la masse en introduisant un nouveau lagrangien L' = L/m.
Ce lagrangien n’est autre que 1’ancien lagrangien L dans lequel on a pris pour unité de masse la masse
m. Ceci définit des impulsions généralisées par unité de masse, notées (P, Py) (ce sont ici les anciens
moments, conjugués de r et @, et non de nouveaux moments au sens de 1’annexe A ; les nouvelles variables
seront notées (x1,x2,y1,y2)) :

P. =/ Py =r"9. (B.15)

On en déduit le hamiltonien du probléme, affranchi du parametre m :

2
Hrno. PPy = L (P23 78] _# B.16
r7¢7 r (]))_2 r+r2 r‘ ( . )
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B.2.2 Recherche d’une fonction génératrice

Intégrons ce systeme par la méthode de Hamilton-Jacobi. Pour cela cherchons, si elle existe, une
fonction génératrice G (r,¢,y1,y2,t) de la transformation (7,9, P, Py) — (x1,X2,y1,y2) telle que le jeu de
variables (r,,y1,y2,t) soit indépendant, et telle qu’elle soit solution de 1’équation de Hamilton-Jacobi

9y 3G, ) 26 _

Dans le probleme de Kepler, le systeme représenté par le hamiltonien est conservatif. H est donc constant
et vaut une valeur que I’on note h. Sachant cela, on cherche un changement de variables qui fasse
apparaitre cette intégrale premiere dans les nouvelles variables sous la forme y; = h. D’apres la remarque
du paragraphe précédent, il suffit de chercher une fonction génératrice G, indépendante de ¢ telle que
K(y1,y2) = y1. Cela revient donc a rechercher une fonction G, (r,¢,y1,y2) telle que (r,¢,y1,y2) soit
indépendant et que G, soit solution de I’équation de Hamilton-Jacobi

2G,\* L 1(96G 2
ar r2\ 0¢
Notons, avant de se lancer dans les calculs, que la variable ¢ n’apparait pas explicitement dans 1’expression
de H : c’est une variable cyclique, dont la variable conjuguée P, est constante, ¢’est une autre intégrale
premiere du mouvement, indépendante de s. Afin de faire apparaitre cette intégrale premiére dans les

nouvelles variables, nous allons choisir G telle qu’elle engendre I’identité selon la variable ¢. II suffit
pour cela de choisir G, de la forme

G2(’3¢J1;}’2):¢y2+5(”7)’17)’2), (B19)

ou S est une fonction quelconque. En effet dans ce cas Py = dG/d ¢ = y» (cf. I’exemple de la section A.1).
Ainsi désormais, le changement de variables que 1’on cherche peut &tre réduit a la transformation
(r,9,P.,Py) — (x1,x2,h,Py), avec la génératrice G, = ¢Py + S(r,h, Py) dans laquelle S est maintenant
solution de I’équation de Hamilton-Jacobi séparée

1 /9S\? P; s | ou P}
3 <8r> - % + 2—’?2 =h, c’est-a-dire 5 =+A\/2h+ 7,u — ri; (B.20)

Cette équation s’inteégre de la maniére suivante :

By, (B.18)
r

S(I’h Pq) :|:/ 2h+7_7 7, avec r():ro(h,Pq,). (B.21)

Ceci nous donne immédiatement les quatre équations qui définissent le changement de variables de
(r,(b,P,,P¢) en (X],XZ,h,P¢) .

S ou Py
PrZE—i\/ZlH——“——Z, (B.22)

0G»
P B.23
o — aq) =2, ( )
PYe P) o P
0 =52 / ar}f Py (B.24)
Pydr or 2 P’
x2:7—¢ / 0 2:Fap0 PV (B.25)
2\Jong W Ty e S

On peut vérifier a ce stade que le jeu de variables (r,¢,h, Py) est bien indépendant en calculant la hessienne
mixte de G».
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B.2.3 Intégration du systéme

Le changement de variables que I’on vient de trouver transforme H (r, ¢, P, Py) en K(x1,x2,y1,y2) =
y1 = h, qui est constant. Donc en particulier il contient I’intégration du systeme. Exhibons cette intégration
et écrivons-la dans les variables initiales (r,¢,P,, Py) : ainsi on obtiendra les trajectoires du systeéme dans
ce jeu de variables qui a un sens physique plus naturel. Tout d’abord, en ce qui concerne I’intégration,
elle est évidente dans le nouveau jeu de variables (x1,x2,y1,y2). Elle est donnée par les quatre équations
suivantes, dans lesquelles on introduit une nouvelle constante  :

' 0K
x1 =x1(to) + a—yl dr =1 —1y en choisissant 7y tel que x;(tp) =0, (B.26)
fo
t
x2 =x2(f0) + EI dt x2(fh) = @ constante, (B.27)
Io
' 0K
yi =y1(to) — a—dt h constante, (B.28)
1o X]
t
y2 =y2(t0) — I dt Py constante. (B.29)
tg OX2

Ecrivons maintenant ces équations intégrées dans 1’ancien jeu de variables.

* On égalise tout d’abord I’équation (B.24) a I’équation (B.26) :

8r 2
i/ o, Jon4=E - Ag
ro O
2h +

Selon cette équation, 7o sera I’instant pour lequel r vaut rg si rg est I’une des racines de 1I’équation
2h+2u/rg— Pdf / r(z) = 0 (car cela annule le terme en dry/dh). Mais d’autre part, si ry est racine
de cette équation, alors ry annule 7, puisque 7 = P, d’apres 1’équation (B.22). En d’autres termes,
pour que fy soit ’instant pour lequel r vaut ry, il suffit de choisir rp comme étant un extremum de r.

Prenons par exemple ry comme étant le péricentre. Alors 7y = 7, est la date de passage au péricentre
et rp est donné par la plus petite racine :

=t—1. (B.30)

Py /1
1+, /1+2hP; /u?

* Ayant choisi ry de cette manieére, on égalise maintenant 1’équation (B.25) a I’équation (B.27) :

Pyd
¢¢/ Lo (B.32)

20+ 2

72

(B.31)

ro =

o s’interprete donc comme la valeur de ’angle ¢ lors du passage au péricentre : ¢’est I’argument
du péricentre.

* On peut maintenant intégrer 1’équation du mouvement. En posant u = 1/r, ’équation (B.32)
s’integre facilement (c’est une intégrale en arccos) pour donner

14+ /1+2hP; /u? cos(¢ — o)
5 . (B.33)
Py/u
Cette équation correspond a 1’équation polaire d’une conique de foyer le centre attracteur, d’ex-

centricit€ e = , /1 + 2hP£ /1? et de parametre p = Pdf /. L'angle ¢ — @ s’interpréte comme étant
I’anomalie vraie v :

u=

p
= B.34
g 1+ecosv ( )
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B Le pendule harmonique et le probleme de Kepler : approche hamiltonienne

On retrouve bien le résultat de la section 3.3.1 (figure B.2), mais avec en prime 1’expression des constantes
en fonction des intégrales premicres i et Py.

P(r,¢)

péricentre

axe de
référence

FIGURE B.2 - Exemple de trajectoire képlérienne : @ est I’argument du péricentre, v = ¢ — @ I’anomalie vraie.

Finalement le probleme de Kepler admet donc le nouveau jeu de variables canoniques
(l—t(), , /’l, P(p), (B.35)

dont les trois dernieres, étant des constantes, sont des éléments d’orbite canoniques. L’ énergie h est la
variable conjuguée du temps et le moment cinétique Py est conjugué de I’argument du péricentre. Le
hamiltonien dans ces variables vaut K(t —ty, ®,h,Py) = h.

Si on avait considéré le probleme de Kepler dans un espace euclidien de dimension 3 (pour espace de configura-
tion) au lieu de le regarder dans le plan, nous aurions alors, bien siir, un couple de variables supplémentaire. Ce
couple de variables aurait donné deux éléments d’orbite canoniques supplémentaires, qui se seraient interprétés
comme ® = P cosi, la projection du moment cinétique sur I’axe polaire, et £, la longitude du nceud ascendant.
Le hamiltonien aurait valu, dans ces variables, K (¢ — o, ®, Q,h,Py, Q) =nh.

B.2.4 Ecriture en variables de Delaunay

Pour plus de clarté, on peut exprimer le mouvement en écrivant » comme une fonction de ¢. Nous
le faisons dans cette section en introduisant les éléments de Delaunay. Dans le cas du mouvement
elliptique (h < 0), posons a = — 1 /(2h) et utilisons la relation Py = y/a(1l — €?) issue de I’expression
de I’excentricité dans (B.33). Ceci nous permet d’introduire le changement de variable régularisant r — E
défini par r = a(1 — ecosE). Ce changement de variable, associé a la définition faite plus haut de r,
permet d’intégrer 1’équation (B.30) et donne [’équation de Kepler :

3
t—ty = /%(E—esinE). (B.36)

11 apparait maintenant une nouvelle variable naturelle, qui est 1’anomalie moyenne M =/ /a3 (t —1,).
C’est une variable pratique car d’une part elle est plus facile a manipuler que E puisque son mouvement
est uniforme, et d’autre part elle est physiquement plus adaptée aux problemes li€s aux orbites que  — ¢,
puisqu’elle est périodique, de méme période que I’ orbite.

On peut faire en sorte que M soit une des variables canoniques et garder I’expression tres simple de K.
I faut alors définir une transformation canonique entre ( —t,,h) et (M,L) (L étant la variable conjuguée
de M) qui ne modifie ni le hamiltonien ni les autres variables. Il suffit pour cela d’avoir (r —#,) dh = M dL,
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B Le pendule harmonique et le probleme de Kepler : approche hamiltonienne

car alors le remplacement des variables (f —t,,h) par les variables (M,L) n’a aucun impact sur dG, et
donc ni sur les autres variables ni sur K. Ceci se traduit, avec dh = ;‘?da, par un choix de L tel que

U u . d. 1 /u
On en déduit L = \/fia et h = —u?/(2L?). C’est ainsi qu’on obtient ce qu’on appelle les éléments
canoniques de Delaunay (1,g,L,G), définis avec les notations de Poincaré par

=M, L=./ua, (B.38)
g=0, G=LV1—e =P¢. '

Le hamiltonien correspondant conserve sa valeur :

H(l __e
( 7g7L7G)__E7 (B39)

et I’on en déduit immédiatement les équations de Hamilton dans le jeu de variables de Delaunay :

_OH _p

i L=0 5 =0 G=0. B.40
aL L3 n7 b g ) ( )

Attention aux notations : dans cette annexe, i désigne I’énergie et H le hamiltonien, alors qu’a la
section 5.5, oul ce jeu est complété par le couple de variables du probleme tridimensionnel, & désigne la
longitude du nceud Q et H = Gceosi sa variable conjuguée, notée ® plus haut.

Naturellement, tout cet appareil de fonctions génératrices et de systemes hamiltoniens peut sembler lourd pour
la résolution d’un probleme aussi simple que I’oscillateur harmonique, ou méme pour la résolution du probleme
de Kepler, qui est plus simple avec le formalisme vectoriel habituel. Notez cependant que dans chaque cas, il
nous a permis de mettre en évidence non pas une seule solution mais toute une famille. Néanmoins 1’avantage
majeur de ce formalisme n’est pas 1a : il est dans le fait que ce formalisme se généralise immédiatement aux
systemes a plusieurs degrés de liberté (ici la résolution aurait été la méme avec six variables au lieu de deux
ou quatre) et surtout aux systémes perturbés, pour lesquels les variables de Delaunay sont le point de départ
naturel (section 5.5).
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Annexe C : Développements en série

Tres souvent, la complexité des calculs en mécanique céleste ne laisse pas d’autre choix que de
développer les diverses expressions en séries infinies, qui sont ensuite tronquées pour simplifier
les calculs. Méme si souvent I’approximation des restes est trés grossiere, cette approche donne de
nombreux résultats pertinents. Dans cette annexe, nous présentons quelques développements en série
des équations du probléeme de Kepler, qui sont extrémement utiles pour traiter de nombreux problemes
de mécanique céleste.

C.1 Eviter les séries

Avant de présenter quelques développements en série tres utiles, notons qu’il existe quelques exemples
de grandeurs dans le probleme de Kepler qui se calculent de maniere exacte. Dans ce cas il ne faut pas
s’en priver ! Pour cela, les relations suivantes entre les différentes anomalies v = ¢ — w, E et M sont
extrémement utiles :

2

2—5:% %:%m, %:%M. (C.1)
La premiere relation découle de 1’équation de Kepler (B.36). La deuxieme est obtenue en égalisant
Py = \/pa(1 —e?), issue de I'expression de I’excentricité dans (B.33), et I'équation de Hamilton o= Py,
puis en divisant par M = n = /1 /a3 (avec v = @) : ce n’est autre que la loi des aires. Et la troisiéme est
le quotient des deux premieres.

On en déduit I’expression exacte de la valeur moyenne, sur une période, de " /r" pourn € Z :

1 27ra 1 2

— -dM = — dE =1 C2
27r/o r 27 Jo ’ €2)
1 [ a2 1 2@ d 1
7/ CaM = — L . (C3)
2 Jo 12 2o Vi—e2 V1—¢2

Et pour n > 1, cela donne

1 21 ont2 1 27 (1 n 1 [n/2] !
7/ an+2 dM = 7/ ( +€2C?1i‘;)/2 dv = 2\n+1/2 Z 2k i (k)2 e*, (C4)
2w Jo r 2rJo  (1—¢€?) (1—¢?) = 2% (n—2k)! (k!)
ol [n/2] est la partie entiere de n/2. De la méme maniére on a

1 27 rn—l 1 2r i [n/2] n! "
— [ —daM=— | (1-ecosE)"dE = . cs
27r/o a1 27:/0 (1=ecosE) ,;)22k(n—2k)!(k!)2€ (€5)

Par exemple (a®/r3) = (1 —¢?)73/? et (r?/a®) = 1+ 3€%/2 : ces moyennes interviennent dans le calcul
des effets séculaires (chapitre 5).

C.2 Rappel : les fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel de premiére espece J,,(x), n € Z, peuvent étre définies comme les coefficients
de Fourier de la fonction génératrice

. 1 . 1 27 . . 1 (7
elvsink — J,(x)e"E soit J.(x) = —/ gllxsinE—nE) qp —/ cos(nE —xsinE)dE
X ) ®=5 | = cost )dE,
(C.6)
ce qui est précisément la forme sous laquelle Bessel les a utilisées vers 1817 pour résoudre 1’équation de

Kepler, avant d’en faire I’étude systématique en 1824. On a le développement en série entiere

_+°° (_1>k X\ 2k _ n
Jn<x>—;om+k)!(2) (n>0),  Ja(x) = (—1)"Ju(x), (1)
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de sorte que J,,(x) ~ (x/2)" /n! pour x petit, et les relations de récurrence

Jno1(xX) + g1 (x) = 2}(—”],, (x), Jn1(x) = Jpg1 (x) = 27 (x). (C.3)

C.3 Equation de Kepler et développements en série

Le calcul des coordonnées du mobile en orbite nécessite le calcul de ’anomalie vraie v ou de
I’anomalie excentrique E, qui s’obtient a partir de I’anomalie moyenne M grace a 1’équation de Kepler
M = E —esinE. On a, comme on I’a vu précédemment, dM /dE = 1 —ecosE = r/a. Si e < 1, alors
dM /dE > 0 et M est une fonction strictement croissante de E : cette équation posseéde dans ce cas une
solution unique. Elle se résout de manicre numérique, et il existe d’ailleurs un grand nombre de facons
différentes de le faire (section 3.3.8). Cependant, lorsqu’on désire une approche analytique pour expliquer
les phénomenes, il faut obtenir I’inversion de cette formule analytiquement. Dans la pratique on la réalise
a I’aide de développements en série, avec des séries de Fourier quand les grandeurs sont périodiques, ou a
I’aide de séries de Taylor lorsque I’excentricité est petite par exemple.

Prenons le cas de a/r par exemple. C’est une fonction périodique de M, on peut donc effectuer son
développement en série de Fourier de la maniere suivante :

a o .
=Y e (C.9)
roo=
avec
1 T g . 1 2 . 1 2 .
o = 7/ “ eflkMdM _ 7/ eflk(EfesmE) dE = 7/ elkesmE eflkE dE. (C.10)
2w Jo r 21 Jo 21 Jo

D’apres 1’égalité précédente, ¢y est aussi le k-ieme coefficient de Fourier du développement en série de
Fourier de e**$"E_Or on reconnait la fonction génératrice des fonctions de Bessel avec x = ke :

. . +°o H
e1kesmE — Z J, (ke) elnE' (C.11)
Nn—=—oo0

On a donc

oo ‘
4_ Z cpe™ avec ¢ = Ji(ke). (C.12)
r
k=—c0

C.4 Développements en anomalie moyenne M

Développement de a/r. D’apres les propriétés des fonctions de Bessel, J_(—x) = Ji(x). En introduisant
ce résultat dans le développement (C.9) de a/r, on a

—+oo
a
—=14+2Y Jilk kM. C.13
. + Z «(ke) cos ( )

k=1

Développement de sinmFE et cosmE. En intégrant dE/dM = a/r par rapport a M, on a

Jk(ke) i

—+oo
E=M+2) inkM, (C.14)
k=1

qui est la solution de I’équation de Kepler donnée par Bessel, convergente pour tout e < 1 (contrairement
a la série en puissances de e, limitée a e < 0,6627). On aura plus généralement

. +00 .
" =Y cppe™ (C.15)

k=—o0
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ou les coefficients ¢, ; vérifient

1 2n .
7/ e"E e M (1 —¢cosE)dE. (C.16)
0

1 27 b i
= — - dM =
Cmk 27r/o e 21

Ce qui donne, quand on intégre par parties, pour k # 0 :

Conk = m /2” oimE o—ikM gp — M /2” ol((m—K)E+kesinE) qp _ TJk_m(ke). (C.17)
vt 2km Jo 2km Jo k

Pour k£ = 0, on aura

™ 1 [, e . e .
_ imE € _im+1)E _ € 1(m71)E)
emo =5 / 27:/ (e Ce Ce dE, (C.18)

soit coo =1, c10=c_10=—e/2etc,o=0pourm¢ {—1,0,1}. On a donc finalement

e =cpot Y %Jk—m(ke) e'M, (C.19)
k0
too L,
cosmE = ¢y 0+ Z - Uiom(ke) = Jim(ke)) cos kM, (C.20)
sinmE = Z (Ji—m(ke) + Ty m(ke)) sinkM. (C.21)

En particulier, on aura pour m = 1, en utilisant les relations de récurrence des fonctions de Bessel :

=T (k
cosE:—g—i—ZZ k(ke) coskM, (C.22)

SinE = 22

Jk ke

(C.23)

Développement de 7" /a". Les développements de cosE et sin E précédents permettent d’obtenir direc-
tement les trois développements suivants :

,_1 cosE—H——2 2e ij;‘(k ) oskM (C.24)
a ¢ 2 ’ '
3e ’(ke)
fcosv:cosE—e——E 22 r coskM, (C.25)
ro. . Jk(k€> .
—siny = l—ezsmE:Z\/l—ezZTsmkM. (C.26)
a = ke

Ces relations, combinées avec le développement (C.9) de a/r, permettent, par développement des produits,
d’obtenir tous les développements de la forme

a .
o e n,mée 7, (C27)
qui interviennent dans de nombreux problémes (c’est de cette facon qu’on obtient le développement
de (a/r)?cos2v utilisé a la section 7.9, ou le développement de la fonction perturbatrice des théories
planétaires). Cependant, ils sont lourds a produire puisqu’il faut développer n produits de développements
a ’ordre n. Dans la pratique, on les produit sur des manipulateurs algébriques en faisant des opérations
formelles tronquées a 1’ordre voulu. Il est beaucoup plus difficile, et souvent impossible, d’obtenir des
expressions exactes utilisables.
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On remarquera cependant que pour tout n € N et tout m € Z tels que |m| < n, on peut obtenir sans
difficulté les expressions de la forme (1 /a") e, puisque

o n—|m| |m]
761"”: <K> (cosE—ej:i l—e2sinE)
a a

(le signe = étant celui de m) est un polyndme trigonométrique en E. 1l suffit de faire un développement in-
termédiaire en anomalie excentrique E, que I’on linéarise, pour ensuite pouvoir utiliser les développements

de e, cosmE et sinmE. Par exemple, en utilisant la relation Jy_(x) — Ji 2 (x) = 47](]]/(()6) - i—'{Jk (x), on
aura
r (1 cosE)2 1—1—62 2 cosE—i—e2 cos2E (C.28)
—=(1—e =14+—=—2e — .
a? 2 2
3¢? = Ji( ke

(C.29)

_1+——4Z

Les développements en anomalie excentrique sont en général plus simples que les développements en anomalie
moyenne. Certains sont méme polynomiaux. A I’inverse, les développements en anomalie vraie sont les plus
simples pour les puissances de a/r (puisque a/r = (1+ecosv)/(1 —e?*)), mais v n’est pas une fonction linéaire
du temps.

Développements tronqués en puissances de ’excentricité. Pour les orbites peu excentriques, on utilise
en pratique les développements limités suivants, obtenus en tronquant les séries de Bessel 4 ’ordre 3 (2
I’ordre e pour le dernier) :

2 A
E = M+esmM+%sm2M+ (3sin3M —sinM) + O(e), (C.30)
5 3
v—M+2esmM—i—4€2s1n2M—i—1 (13sin3M —3sinM) + O(e*), (C.31)
r e? 3¢ 4
-=1 —ecosM—i—E(l —cosZM)—i—?(cosM—cos3M)+O(e ), (C.32)
a
3
% cos2v = cos2M + % (7c0s3M — cosM) + O(e?). (C.33)
,

La différence v — M, dite équation du centre, atteint 2e radians au maximum au premier ordre, soit 1,9°
pour la Terre et 23,6° pour Mercure (le maximum exact vaut 23,7°).
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Annexe D : Principales formules pour les coniques et le mouvement képlé-
rien

Dans tout ce formulaire, t = GM est le parametre gravitationnel du corps central, p le parametre de
la conique, e son excentricité, h = /U p le moment cinétique par unité de masse et v ’anomalie vraie,

comptée depuis le périapse.

Equation polaire et relations communes a toutes les coniques

Eq. de Kepler
Moyen mouvement

Lien avec v

M=E

Viu/a

M =F —esinE

Vi/a

v _
tany =4/1=

E
tan 5

M = D+ D?/3 (Barker)

2\/u/p?

— \4
thanz

r:mﬁ, r,,:lie, h=r*v = Jip, V2:%(1+2ecosv+ez), (D.1)
V,:r':\/ﬁesinv, ngr\'/:\/ﬁ(l—kecosv), tan}/:E:eSiinv (D.2)
p p Vo 1+4ecosv
(y est I’angle de la vitesse avec I’horizontale locale, dit pente). Energie par unité de masse : & = V; — % =
% (= 1),
Tableau récapitulatif
Cercle Ellipse Parabole Hyperbole
Excentricité e=0 O<ex1 e=1 e>1
Demi-grand axe a=r a= l—pe2 >0 a—» o a= ]fez<0
Energie & —% —% <0 0 —%>O
Vitesse B (2—1) 2—” u (2—1)
a roa r r o a
Périapse r), a a(l—e) p/2 a(l—e)=|a|(e—1)
Apoapse r, a a(l+e) oo —
Demi-petit axe a b=aV1—e? — b=lalver—1
Vitesse 4 I'infini — — 0 Vo =+/1t/]a]
Anomalie vraie max. — — +180° Voo = arccos(—1/e)
Période 2mv/a3 /1 2my/a3 /1 — —
Anomalie auxiliaire — r=a(l—ecosE) r=51+D?) r=a(l—ecoshH)

M =esinhH — H
NmizE
tany = ,/ii’—}tanh%

TABLE D.1 - Principales formules du mouvement képlérien selon le type de conique.
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Ellipse : relations géométriques

b2

Fa—T
a =b*+, ezE, p:—:a(l—ez), rp+r,=2a, e=-—"—"" aire = wab (D.3)
a a Fa+1p
cosE —e V1—e?sinE e+cosv
r=a(l—ecosE), cosv=——#—  sinv=———, cosE:; (D.4)
1—ecosE 1—ecosE 1+ecosv

Coordonnées dans le repere périfocal (origine au foyer) : x = a(cosE —e) = rcosV,y = bsinE = rsinv.
1 ful—
Vitesses aux apsides : V,, = \/m, B2—¢ s Vprp =Varg = h.
al—e al+e

Hyperbole : relations utiles pour les survols

1% 1
e=1+ rp'u‘”, b= % ve—1=r, e—i_—l (parametre d’impact), (D.5)
(e} e -
.0 1 . 2u
sin— = — (angle de déviation), Vo =4|Vi+—, (D.6)
2 e p
AV = 2Wesin O = — 2V (assist itationnelle) (D.7)
= sin— = —————— (assistance gravitationnelle). .
max 2 1+r,V2 1 g

Eléments orbitaux a partir du vecteur d’état

Avec r, v connus dans un repere de référence (X,Y,Z) :

_ _ ey,
h=rAv, N=ZA\h, e—‘u[(v r)r (r v)v}, (D.8)
h? <2 v2>_1
p=—, a=\|-—-—— s e=1\e|, (D9)
. e le]
h N,
Cosi:f, cosQ:WX (Q>msiNy <0), (D.10)
cosa):k (w>msiez <0), cosv =21 (v>msir-v<0). (D.11)
Ne er

Vecteur d’état a partir des éléments orbitaux

Résoudre 1’équation de Kepler pour E a partir de M = n(t —1,), puis calculer v et r; dans le repere
périfocal (P,Q,W) :

r=r(cosvP+sinvQ), v:\/z[—sinvP—i-(e—i-cosv)Q], (D.12)

puis appliquer la matrice de passage Rz(Q)Rx (i)Rz(®) de I’équation (4.6).
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Perturbations séculaires dues au J,

Avec p = a(1 — €?) et R le rayon équatorial :

. R\? R\’
Q:—Eng —) cosi, a):éng —) (Scos?i—1), (D.13)
2 P 4 P
3 [R\?
M=n 1+ij () \/1—e2(3cos2i—1)]. (D.14)
p

Orbite héliosynchrone : Q = 27 /an = 0,9856°/jour. Inclinaison critique : i = 63,43° ou 116,57°.

Manceuvres impulsionnelles

/ 2 2 3
Hohmann : AV] - E \/T—l 5 AVZ = \/H 1-— \/f1 s tgH=T M
AVt 2 ri+n 8u

(D.15)
. Al . . u . Aw

Changement de plan : AV = 2Vgsin 3; rotation des apsides : AV =2,/ — esin 7; (D.16)

4

avec Vg = Vg la composante transverse de la vitesse au nceud (Vs = V sur orbite circulaire ou aux apsides);

Tsiolkovski : AV = golp ln@, phasage : AT =37, | %Aa. D.17)
mg
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Annexe E : Constantes et données utiles

Les valeurs ci-dessous sont celles des résolutions de I’UAI (2009, 2012, 2015), de CODATA 2018 et
des éphémérides DE440 du JPL. Le parametre gravitationnel 4 = GM est connu bien plus précisément
que G et M séparément; c’est lui qu’il faut utiliser dans les calculs.

Grandeur Symbole Valeur Unité
Constante de la gravitation G 6,67430- 10~ mikg~!'s7?
Vitesse de la lumieére c 299792 458 (exact) m/s
Unité astronomique UA 149597 870,700 (exact) km
Année-lumiére al 63241,1 UA =9,4607 - 10'2 km
Parsec pc 206264,8 UA = 3,2616 al

Année julienne 365,25 (exact) jours de 86400 s
Année sidérale 365,256 36 jours
Année tropique 365,242 19 jours
Jour sidéral 86 164,0905 S

Mois sidéral 27,321 66 jours
Mois synodique 29,53059 jours
Obliquité de 1’écliptique (J2000) £ 23°26'21,4" = 23,43929°

Précession des équinoxes 50,29"/an (période 25772 ans)
Constante solaire (1 UA) o) 1361 W/m?2
Pression de radiation (1 UA) P 4,54.1076 N/m?2
Parametre gravitationnel du Soleil U 1,327124400- 10! km?/s?
Masse du Soleil M, 1,9884-10% kg
Rayon du Soleil Rq 695700 km
Luminosité du Soleil L 3,828-10% W
Parametre gravitationnel de la Terre U 398600,4418 km?/s?
Masse de la Terre Mg, 5,9722-10% kg
Rayon équatorial (WGS 84) Rg 6378,137 km
Aplatissement f 1/298,257223563

Rayon polaire 6356,752 km
Harmonique J, I 1,08263-1073

Harmoniques J3, J4 —2,53-107%, —1,62-107°
Harmoniques Cay, S 1,57-107°,—0,90- 107

Vitesse de rotation Wy 7,292115-107 rad/s
Rapport de masses Soleil/Terre 332946,0

Rayon de la sphere d’influence rSI 0,925-10° km
Rayon de Hill i 1,50- 10° km
Rayon de I’orbite géostationnaire r'GEO 421642 km
Paramétre gravitationnel de la Lune g 4902,800 km?/s?
Rapport de masses Terre/Lune 81,3006

Rayon de la Lune R¢ 17374 km
Demi-grand axe de I’orbite lunaire ag 384400 km
Excentricité, inclinaison sur I’écliptique 0,0549; 5,145°

Régression des nceuds période 18,61 ans

Précession du périgée période 8,85 ans

TABLE E.1 — Constantes astronomiques et géodésiques usuelles.
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E Constantes et données utiles

i(%)

T (an) M@ /M

p (km3/s?)  Req (km) J

Plancte a (UA) e
Mercure 0,3871 0,2056
Vénus 0,7233  0,0068
Terre 1,0000 0,0167
Mars 1,5237 0,0934
Jupiter 5,2029 0,0484
Saturne 9,5370 0,0539
Uranus 19,189 0,0473
Neptune 30,070 0,0086

Pluton (planete naine) 39,48 0,2488

7,005
3,395
0,000
1,850
1,303
2,489
0,773
1,770
17,16

0,2408 6023600
0,6152 408524
1,0000 332946
1,8808 3098704
11,862  1047,35
29,457 34979
84,02 22903
1648 19412
2479 1,36-10%

2,2032-10*  2439,7  5,0-107°
3,2486-10°  6051,8  4,5-107°
3,9860-10°  6378,1 1,083-1073
4282810 33962 1,956-1073
1,2669-108 71492 1,470-1072
3,7931-107 60268 1,632-1072
5,7940-10% 25559 3,51-1073
6,8351-10% 24764 3,54-1073

869,6 1188 —

TABLE E.2 - Eléments orbitaux moyens (époque J2000, repére écliptique) et parametres physiques des plantes.
Les périodes sont sidérales ; M, /M se rapporte au systeme planete et satellites (sauf pour la Terre, ol la Lune est
exclue), u et J> a la planete seule, J, €tant rapporté au rayon Req indiqué.

Orbite terrestre altitude (km) V (km/s) T Vi (km/s) remarque

Surface (fictif) 0 7,905 84,5 min 11,18 premiere vitesse cosmique
LEO 400 7,669 92,6 min 10,85 ISS

LEO 800 7,452 100,9 min 10,54  SPOT, héliosynchrone
MEO 20200 3,873 11 h 59 min 5,48 GPS

GEO 35786 3,075 23 h 56 min 4,35 géostationnaire

Lune 384 400 (rayon) 1,018 27,45 j 1,44  masse nulle (Lune : 27,32 j)

TABLE E.3 - Vitesses circulaires, périodes et vitesses de libération pour quelques altitudes autour de la Terre.
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F  Exercices corrigés

Annexe F : Exercices corrigés

Les valeurs numériques sont celles de 1’annexe E. Les solutions sont données de fagcon condensée ; il
est conseillé de refaire les calculs.

Exercice 1 : orbites circulaires terrestres

a) Calculer la vitesse et la période d’un satellite en orbite circulaire a 500 km d’altitude.

b) Calculer le rayon et la vitesse de 1’orbite géostationnaire, dont la période est égale au jour
sidéral.

c) Quelle vitesse supplémentaire faudrait-il donner au satellite de la question a) pour qu’il
s’échappe de I’attraction terrestre ?

Solution. a) r = 6878,1 km; V = /11 /r = 1/398600/6878,1 = 7,61km/s; T = 27+/r3 /i = 5677 s

= 94,6 min. b) a = (uT?/47>)'/? avec T = 86164,1s : a = 42164 km, soit 35786 km d’altitude ;
V =3,075km/s. ¢) V, = v/2V = 10,77km/s, soit un supplément de 3,15 km/s; on remarquera que
c’est moins que le AV total d’un transfert vers 1’orbite géostationnaire (exercice 3).

Exercice 2 : équation de Kepler

Une orbite a une excentricité e = 0,1. Calculer I’anomalie excentrique, I’anomalie vraie et le rayon
r/a lorsque 1’anomalie moyenne vaut M = 30°, par la méthode de Newton en partant de Ey = M.
Solution. M = 0,523 60 rad. Itération de Newton Ej, | = Ey — (Ex —esinEy —M) /(1 —ecosEy) 1 E; =
0,52360+0,05000/0,91340 = 0,57834; E; = 0,57834 —0,000077/0,91626 = 0,57826; E3 = E;
a 1078 prés. Donc E = 0,57826 rad = 33,13°. Puis tan(v/2) = 1/1,1/0,9tan(E /2) = 0,3289, d’ou
v =36,41° et r/a=1—ecosE = 0,916. On vérifie que v > E > M, comme toujours entre le
périastre et I’apoastre.

Exercice 3 : transfert de Hohmann et mise a poste géostationnaire

Un satellite est injecté par son lanceur sur une orbite circulaire a 300 km d’altitude, inclinée de 5,2°
(latitude de Kourou).

a) Calculer les deux impulsions du transfert de Hohmann vers 1’orbite géostationnaire et la durée
du transfert.

b) La correction d’inclinaison est combinée a la seconde impulsion. De combien augmente-t-elle
le AV ? Que se passerait-il si on la faisait en orbite basse ?

¢) Avec une impulsion spécifique de 320 s (propulsion biergol), quelle fraction de la masse initiale
du satellite représentent les ergols nécessaires au transfert ?

Solution. a) r; = 6678,1 km, r, = 42164 km, a, = 24421 km. V., = 7,726km/s, V, =
VH(2/r1—1/a;) =10,152km/s, d’ott AV} =2,426km/s. V, = 1,608km/s, V.o = 3,075km/s, d’ou
AV, = 1,467km/s. Total 3,893 km/s ; durée ty = m\/a; /p = 18990 s = 5 h 16 min. b) A ’apogée, la
manceuvre combinée vaut AV, = \/ V2+V2 —2V,Vic085,2° = 1,481 km/s : le changement de plan
ne colte que 14 m/s de plus. En orbite basse, il colterait 2V, sin(2,6°) = 701 m/s : ¢’est pourquoi on
le fait toujours a I’apogée, et pourquoi les bases de lancement proches de 1’équateur sont avantageuses.
¢) Tsiolkovski : my/mo = exp(—AV /(golsp)) = exp(—3907/3138) = 0,288 : les ergols représentent
71 % de la masse au lancement. C’est pourquoi les lanceurs injectent en pratique directement sur
I’orbite de transfert (GTO), le satellite n’ayant plus que AV; a fournir (38 % d’ergols), et pourquoi la
propulsion €lectrique (Is, ~ 1500 a 3000 s) séduit les opérateurs malgré des transferts de plusieurs
mois.
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Exercice 4 : orbite héliosynchrone et dérive du nceud

a) Calculer I’inclinaison d’une orbite héliosynchrone circulaire a 800 km d’altitude.

b) Calculer la dérive journaliere du nceud ascendant de la Station spatiale internationale (h =
420 km, i = 51,6°). Combien de temps faut-il pour que le plan de 1’orbite fasse un tour complet ?

Solution. a) a = 7178,1 km, n = \/u/a® = 1,038 - 103 rad/s, (R/a)? = 0,7895. La condition Q =
—3nJ>(R/a)?cosi = +1,991-10""rad/s donne cosi = —0,1496, soit i = 98,6°. b) a = 6798,1 km,
n=1,126-10"3rad/s, (R/a)*> = 0,8803, cosi = 0,6211 : Q = —1,0urad/s = —4,95°/jour. Le plan
de I’orbite fait un tour en 73 jours, vers I’ouest : c’est ce qui fait varier I’heure des passages de I'ISS
et les conditions d’éclairement a bord (« saisons béta »).

Exercice 5 : points de Lagrange du systeme Soleil-Terre

a) A I’aide des développements en & de la section 6.4, calculer les distances Terre-L; et Terre-L,
(1 =3,0035-1079).

b) Pourquoi un satellite placé exactement en L, ne peut-il pas y rester ? Quelle est I’échelle de
temps de I’instabilité ?

¢) Calculer la période de libration d’un objet autour de L4 du systéme Soleil-Terre.

Solution. a) o = (u/3)'/3 =0,01000; r;, ~ o — &?/3 = 0,00997 et ry, ~ o+ > /3 = 0,010 04, soit
1,492 et 1,502 millions de km. Le terme dominant, ¢ d, est le rayon de Hill de la Terre. b) L, est un
col du potentiel effectif : le mouvement linéarisé posséde une valeur propre réelle positive A ~ 2,5n,
de sorte qu’un écart initial est multiplié par e en 1/A ~ 23 jours. Le télescope James Webb décrit
donc une orbite de halo autour de L, corrigée par de petites manceuvres de quelques cm/s, toutes les
trois semaines au début de la mission, toutes les six semaines ensuite. ¢) 277/|A3 4| = 27//27u /4
en unités de 1/n, soit 27t/(4,50 - 1073) = 1396 unités, c’est-a-dire 1396/(27) = 222 années. Les
Troyens terrestres connus librent effectivement sur quelques siecles autour de L.

Exercice 6 : parametre de Tisserand

Calculer le parametre de Tisserand par rapport a Jupiter (a; = 5,203 UA) de la comete
67P/Tchourioumov-Guérassimenko (a = 3,463 UA, e = 0,641, i = 7,04°) et de la comete de Halley
(a= 17,83 UA, e =0,967, i = 162,3°). Commenter.

Solution. 7; = aj/a + 2+/(a/a;)(1 —€?)cosi. Pour 67P : a/a; = 0,6656, T; = 1,502 +
21/0,6656 x 0,5891 x 0,9925 = 2,75 : cométe de la famille de Jupiter, dont I’orbite est régulie-
rement remaniée par la planete (son périhélie est passé de 2,7 a 1,3 UA en 1959). Pour Halley :
ajay = 3,427, cosi = —0,953 (orbite rétrograde), Ty = 0,292 — 0,899 = —0,61 : comete de type
Halley, probablement issue du nuage d’Oort, dont I’ orbite rétrograde n’est pas controlée par Jupiter,
méme si la planete en perturbe encore la période.

Exercice 7 : résonance spin-orbite de la Lune

Pour la Lune, (B—A)/C =2,28-10"*etn =21/27,32j.
a) Calculer le parametre € du hamiltonien (7.25) et la largeur de la zone de libration en vitesse de
rotation.

b) Calculer la période des petites oscillations de libration en longitude.

¢) Le couple Pluton-Charon (t; ~ 0,109) possede-t-il des points L4 et Ls stables ?

Solution. a) € = 2(B—A)/C = 1,71 - 10~*. La demi-largeur de la résonance est 2y/en = 0,026n : la
Lune reste capturée en rotation synchrone tant que I’écart entre sa vitesse de rotation et le moyen
mouvement reste inférieur 2 2,6 %. b) La pulsation des petites oscillations est @y = 2+/en= 0,026 15n,
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d’ot une période Ty = 27,32/0,026 15 = 1045 jours = 2,86 ans. C’est bien la période de la libration
physique libre en longitude de la Lune (2,9 ans), mesurée par télémétrie laser; son amplitude, trés
faible (1,3” d’aprés Rambaux et Williams, 2011), n’est pourtant pas nulle : la dissipation aurait dil
I’amortir, ce qui suggere une excitation géologiquement récente. ¢) Non : yp ~ 0,109 > u. = 0,0385.
Pluton-Charon n’est pas un cas isolé : le couple Orcus-Vanth, d’autres objets transneptuniens binaires
et certains astéroides binaires ont eux aussi des points triangulaires instables.

Exercice 8 : assistance gravitationnelle

Une sonde arrive au voisinage de Jupiter (; = 1,267 - 108 km?/s?, R; = 71492 km, V; = 13,06 km/s)
avec une vitesse relative V., = 10km/s et survole la planéte a SR, de son centre.

a) Calculer I’excentricité de I’hyperbole de survol et I’angle de déviation.

b) Quel gain maximal de vitesse héliocentrique la sonde peut-elle obtenir ? Comparer a la vitesse
orbitale de Jupiter.

¢) La sonde arrive avec une vitesse héliocentrique de 16 km/s ; quelle est sa vitesse apres le survol
dans le cas le plus favorable 7 A-t-elle atteint la vitesse de libération du Systeme solaire au
niveau de Jupiter ?
Solution. a) e = 1 +7,V2/u; = 1+ 357460 x 100/1,267 - 10® = 1,282 sin(§/2) = 1/e = 0,780,
soit 8 = 102,5°. b) AVjpax = 2V..sin(8/2) = 15,6km/s, plus que la vitesse orbitale de Jupiter elle-
méme, et sans une goutte d’ergols. c) L’angle 8~ entre V_ et V; est fixé par la vitesse d’arrivée :
(V)2 =V?+V2+2V;V..cos 8~ donne O~ = 93,2°. Le cas le plus favorable est celui ot le survol
fait tourner V., de § = 102,5° vers V; : V' ne fait plus alors qu’un angle de 9,3° avec Vj, et V' =

\/VJ2 +V2+2V;Vc089,3° = 23,0km/s, contre 16 km/s a I'arrivée. La borne Vj + V., = 23,1km/s,
atteinte lorsque V7 ressort paralléle a V;, supposerait un angle d’arrivée 8~ = §. La vitesse de

libération a la distance de Jupiter vaut /2 /a; = 18,5km/s : la sonde est sur une hyperbole
héliocentrique et quittera le Systéme solaire, comme les sondes Voyager, Pioneer et New Horizons.

Exercice 9 : trigonométrie sphérique et durée du jour

a) En appliquant la formule des cosinus au triangle sphérique (pole, zénith, Soleil), exprimer la
hauteur A du Soleil en fonction de la latitude ¢, de sa déclinaison & et de son angle horaire H
(angle, compté depuis le méridien, dont la Terre a tourné depuis midi).

b) En déduire I’angle horaire du coucher du Soleil et la durée du jour a Toulouse (¢ = 43,6°) aux
solstices, sans tenir compte de la réfraction.

¢) Quelle est la hauteur du Soleil a2 midi aux mémes dates ?

Solution. a) Les cotés du triangle sont 90° — ¢ (pdle-zénith), 90° — § (pdle-Soleil) et 90° — h (zénith-
Soleil), I’angle au pole est H : sinkh = sin @ sind + cos ¢ cos 6 cos H. b) Au coucher, h =0 : cos Hy =
—tan @ tan 8. Solstice de juin (6 = +23,44°) : cosHy = —0,9523 x 0,4336 = —0,4129, Hy = 114 4°,
durée du jour 2Hy/15° = 15,25 h = 15 h 15 min (15 h 26 min avec la réfraction et le demi-diametre
solaire). Solstice de décembre (6 = —23,44°) : Hy = 65,6°, soit 8 h 45 min. ¢) A midi, H=0et
h=90°— @+ 6 : 69,8° en juin, 23,0° en décembre. Ces formules sont celles qu’utilise tout logiciel
de calcul d’éclairement ou de conception de panneaux solaires.
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