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ELASTICITE

CONTRAINTES ET DEFORMATIONS

1.1 Efforts et forces internes dans une section
1.2 Définition et composantes des contraintes
1.3 Définition et composantes des déformations
1.4  Loi de Hooke généralisée

1.5 Courbe contrainte — déformation

1.6 Facteur de sécurité

1.7 Références

OBJECTIFS

Comprendre le cheminement des efforts dans un élément structural : forces externes —
efforts internes — forces internes — contraintes.

Savoir calculer les efforts internes dans une section.

Connaitre les définitions des contraintes et des déformations et comprendre la
représentation des contraintes et des déformations sur un cube élémentaire.

Connaitre les lois de comportement des matériaux de construction.

Savoir utiliser les propriétés mécaniques du comportement linéaire ¢élastique des
matériaux 1o ,T,,E,v,G.

Comprendre et savoir utiliser la loi de Hooke généralisée pour déterminer des variations
de dimensions dans des éléments.

Comprendre et savoir utiliser les notions de facteur de sécurité et de contrainte
admissible.
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1.1 EFFORTS ET FORCES INTERNES DANS UNE SECTION

Les efforts internes dans une section équilibrent les forces externes appliquées sur le corps et
sont déterminés en appliquant les équations d’équilibre au centroide de la section :

. R, =N : effort normal perpendiculaire a la section,
appliqué au centroide de la section,

i R, =V, : effort tranchant parall¢le a I’axe y, tangentiel a
la section,

i R,=V,: effort tranchant paralléle a I’axe z, tangentiel a
la section,

o M Y= T : moment de torsion autour de I’axe normal a la
section,

. MY = Mfy : moment de flexion autour de I’axe y,

o MZ = Mfz : moment de flexion autour de I’axe z.

R, =RXf+RYj+RZIE=-[EFX?+EFYJ+EFZ/€]
i =MX;+MY}:+MZE=_{(EFXF)X +ECX]17+[...]}

Les forces internes f'en chaque point de la maticre équilibrent physiquement les forces externes.
Les efforts internes (N, V, T, M) sont une représentation schématisée de la somme des efforts
décomposés selon des axes prédéterminés. Les efforts internes servent a déterminer les
contraintes et les déformations en considérant la géométrie du systéme. Elles servent non
seulement aux fins de calcul mais permettent de considérer la réponse et la résistance du
matériau en fonction de I’anisotropie de ce dernier.

<

Noter que dans I’exemple ci-dessus, X = 0,

* ffX=N=_EFXext . fy f,+z fY=me=T=— (E
) ffy:Vy=_EFye’“ * fZ Sy =me=M_/Y=_|:(2?xéxt)y+zc)’ext:|
C[f=Ve= D F (v 1 =fmz=M‘ﬂ=—[(27xﬁ'ext)z+zchxt-|

Le calcul des efforts internes se fait au moyen de la méthode des sections (équilibre d’un élément
de structure). Les diagrammes des efforts normaux (DEN), des moments de torsion (DMT), des
moments fléchissant (DMF), des efforts tranchants (DET) permettent d’obtenir les valeurs des
efforts internes en toute section d’un élément structural.
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EXERCICE 1

Calculer les réactions aux appuis puis les efforts internes dans les sections 1-1, 2-2, 3-3
1.5m 563 80 i2
‘4_:_>1 /’ i3 y‘m i 1.5m |

T %@M

EXERCICE 2
Calculer les efforts internes dans la section prise a I’encastrement.
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1.2 DEFINITION ET COMPOSANTES DES CONTRAINTES

La contrainte peut se définir comme I'intensité des forces internes données par f, f,, /. divisé par

I’unité de surface sur laquelle chacune de ces forces agies. Une contrainte produite par 1’action
d’une force perpendiculaire a la surface a I’étude est désignée comme normale et symbolisée par o .
Une contrainte produite par 1’action d’une force parall¢le a la surface a I’étude est désignée comme
tangentielle et symbolisée par T. Sur un point dans [’espace, 6 contraintes différentes
sont répertoriées sur un corps en équilibre:

Gx 9Gy 902 ’Txy = Tyx ’sz = sz ’Tyz = sz
Contraintes dans 1’espace
N
SV
A R
\ iﬁ
| A
T_» [ Xy
Yz
X 4 ﬁ .S \ t Sy

y tyy

T dans un plan

perpendiculaire a x t parallele a'y

Dans le plan xy, les 3 contraintes différentes qui peuvent étre identifiées a 1’équilibre sont :
0,,0,,T,, =T,

Contraintes dans le plan xy

Y's
Mt
X
Y L
SL dy —S>X «| positif ||— —>| négatif ||«—
txy‘O dx '

tyx X R
yXx y convention de signe
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1.3 DEFINITION ET COMPOSANTES DES DEFORMATIONS

La déformation linéaire d’un matériau est donnée par le changement de dimension d’un matériau
par rapport a sa taille originale. Elle est causée par un changement de température et/ou une
contrainte normale et se rapporte donc toujours a une orientation ou un axe donné. Les déformations
sont sans unités. Elles sont données par une valeur positive lors d’un allongement du matériau et par
une valeur négative lors d’un rétrécissement de ce dernier.

Déformation linéaire (variation des longueurs)

yt. X R
) U
—-—»F UAA’ L, B!
< sles] Xy
L, AL p X -
» X
o Ll-Lh AL LN
LU LU LU

La déformation angulaire ou la déformation de cisaillement d’un matériau est donnée par le
changement d’angle d’un matériau par rapport a son orientation original. Elle est occasionnée par
une contrainte tangentielle et se rapporte toujours a un plan donné. Les déformations angulaires sont
sans unités. Elles sont données par une valeur positive lorsqu’il y a réduction de 1’angle formé par
les arétes orientées suivant les axes positifs, et par une valeur négative lorsqu’il y a augmentation de
I’angle.

Déformation angulaire (variation de I’angle droit)

y y uB’

Pour de petits angles, la déformation angulaire peut s’exprimer de la fagon suivante :
V=V, Up—Ug

=(y, + =tany, +tany, = +
y=(ri+7,) I8 V=T Ay NG

La déformation en un point dans le plan ou I’espace peut étre représenté comme suit :

Plan xy : l _l Espace 1 | 1
Y- gx’ gy’ 2)/xy - 2ny P €L Ey, €., E)/xyz nyza Eyyz
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1.4 LOI DE HOOKE GENERALISEE

Selon la loi de Hooke, la déformation d’un matériau sera proportionnelle a la contrainte qui lui est
appliquée. La constante de proportionnalité qui relie la contrainte normale a la déformation linéaire
est le module de Young, E (appelé aussi module d’élasticité), et la constante de proportionnalité qui
relie la contrainte tangentielle a la déformation angulaire est le module de Coulomb, G (appelé aussi
module de cisaillement). Chaque matériau posséde un module qui lui est propre et dont la grandeur
est fonction de I’intensité des liaisons atomiques.

= N
Sy to
Sadm ----------
tadm """"""""""""""""""
S E t G
e
e :e g >
Tension, compression, flexion torsion, cisaillement
o=Ee E=0/¢ T=Gy G=t/y=E/2(1+V)

Sous tension, un matériau s’allongera dans 1’axe correspondant a celui de la charge appliquée.
Toutefois, cet allongement est souvent accompagné d’un rétrécissement dans les axes transversaux,
bien qu’aucune contrainte ne soit appliquée selon ces axes. Le coefficient de Poisson, v, aussi
propre a chacun des matériaux, permet de relier les déformations les unes aux autres.

A2
HE) I

i v LOY
Lox ALd A2

<
< » ‘

A

Ey = ALX/LOX = ALX =&y LOX
Ey = ALY/LOY =-VE&y g ALY =V EXLOY
€, = ALZ/LOZ =-VE&y g ALZ =V EXLOZ

Pour un matériau soumis a plus d’une contrainte normale, les déformations linéaires sont évaluées
en effectuant la sommation des effets des différentes contraintes :

EX £Y 82
y AS
o o,/E ~vo, [E ~vo,[E r/ ’
OX ~vo, [E o,/E —~vo, |E .
UY -vo, [E ~vo, [E o,/E Sy -
z .
1 1 ;
Ox +0y+0; E[GX ‘V(Gy"'oz)] E[GY _V(OX+02)] —[OZ —V(0X+0Y)] é{ ls
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Les déformations angulaires, contrairement aux déformations linéaires, sont le résultat d’une seule
contrainte de cisaillement et sont données comme suit :

Y xv =TXY/G Y xz =TXZ/G Vyz =TYZ/G

Le module d’élasticité, le module de cisaillement et le coefficient de Poisson d’un matériau ne sont
pas indépendants 1’un de I’autre mais sont reliés par la relation suivante :

G=_FE

2(1+v)

Ainsi, seule deux de ces valeurs doivent étre déterminées expérimentalement pour un matériau
donné. La troisiéme constante peut étre évaluée algébriquement en utilisant la relation ci-dessus.
Pour tous les matériaux, la grandeur du module de cisaillement ne dépassera pas 50% du module
d’¢lasticité sans toutefois étre inférieur a 33%.

Un autre facteur influengant grandement le niveau de déformation et/ou le niveau de contrainte dans
un matériau est le changement de température. Une augmentation de température entraine une
vibration des atomes. Les atomes se comportent alors comme s’ils avaient un rayon atomique
supérieur ce qui conduit a un changement de dimension du matériau exprimé par le coefficient de
dilatation thermique :

o= AL

L(AT)

En régle générale, les coefficients de dilatation thermique des matériaux sont inversement
proportionnels a leur module élastique. Pour la majorité des matériaux, une variation de température
uniforme produira des déformations identiques dans toutes les directions. Cependant, pour certains
matériaux tels que les polymeres renforcés de fibres ou tout autre corps anisotrope, le coefficient de
dilatation thermique peut varier selon la direction de mesure. Le changement de volume d’un
matériau non restreint par une quelconque limite n’entrainera pas de contrainte dans celui-ci.
Toutefois, si le déplacement du matériau est restreint dans 1’espace, le changement de volume causé
par un changement de température résultera en des contraintes thermiques qui s’additionneront aux
contraintes normales. Les déformations et les contraintes dans un corps isotrope soumis a des
charges externes de méme qu’a des changements de température sont données par les relations
suivantes :

€, =l[oX —V(OY+OZ)]+O£AT

£, =%[OY -v(oy +oz)]+aAT

£, =%[oz ~v(oy +O'Y)]+O£AT
E Ea AT
o, =m[ex (1-v)+v (e +e¢, )] —m
E Ea AT
o, =m[gy(l—v)+v(sX +sz)]—m

E Ea AT
o, =m[sz (1-v)+v(ey +8Y)]—m
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EXERCICE 3

Déterminer les dimensions finales de la plaque et du cercle qui y est dessiné en vous servant des
données suivantes et de la figure ci-contre :
t =25mm,E =200GPa,AT = -50°,00. =107,v = 0,30,

o, =140MPa, ¢, =-80MPa, G, =0

EXERCICE 4

t C <:".—,7FVC
La plaque ci-contre de 10 mm d’épaisseur est ‘j ¢ 9C
soumise a 1’état de contraintes suivant : Sx Al—B g.t_x;sx ', ,
0, =200MPa, o, =-75MPa, T, =-100MPa, AT = 25¢ X Va3 2%
L’angle droit ABC, tel que AB et AC mesurent 50 s/ Y A‘JA -m’VB

mm, se déforme tel que :
u,=0,05mm,v, =-0,05mm,v, =-0,15mm. Avec: E = 200GPa,

G =83GPaly =0,2)eta =12x107. Calculer: ¢, .y, ,uy v etu,.
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1.5 COURBE CONTRAINTE - DEFORMATION

Lors d’études expérimentales permettant de déterminer les propriétés des matériaux, les courbes
décrivant 1’évolution de la déformation en fonction de la contrainte appliquée sont souvent tracées.
Ces dernicres permettent en outre de caractériser le matériau en identifiant la limite élastique, le
module ¢€lastique, la résistance ultime, la consolidation, la ténacité, la ductilité, la zone de striction,
I’allongement a la rupture, de méme que I’énergie élastique libérée par le matériau et 1’énergie

inélastique absorbée par le matériau.

COURBES CONTRAINTE —

DEFORMATION
IDEALISEES

T
|

e
rigide - parfaite-
ment plastique

AS

E J/E

e;
élastique - parfaite
ment plastique

€
élastique avec
ecrouissage linéair

PROPRIETES TYPIQUES DE QUELQUES MATERIAUX

E=200000 Mpa

ACIER

g

1S
45
30
E=75000MPa
aluminium
TR 0,004
1S
3MPa
@.0.003-00020 |
- BETON
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -40MPa
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1.6 FACTEUR DE SECURITE

La limite ¢lastique d’un matériau peut varier selon la direction de sollicitation (anisotropie) ou étre
la méme peu importe la direction des efforts (isotropie). Dans 1’établissement de procédures de
design, on admet souvent que certaines contraintes ne doivent pas étre dépassées. Ce principe
largement répandu s’appelle la méthode de calcul aux contraintes admissibles. Ainsi, avec la
résistance ou la limite élastique du matériau, s’associe souvent un facteur de sécurité. La valeur de
ce facteur est non seulement fonction des risques encourus advenant une rupture mais aussi fonction
du type de charges s’exercant sur 1’élément (morte, vive, vent, s€isme, cyclique, etc.), de la
probabilité de simultanéité des charges, de la variabilité des propriétés du matériau, de la durée
prévue de 1’ouvrage, du mode de rupture prévu (fragile ou ductile, grandes déformations ou faibles
déformations, etc.), de 1’exactitude des méthodes de calcul et de I'importance de la piece ou de
I’élément structural quant a la stabilité¢ de I’ensemble de 1’ouvrage. Les valeurs typiques du facteur
de sécurité varient entre 1,6 et 2 pour des montages mécaniques et entre 2 et 3 pour les constructions
du génie civil.

< O,y =0,/FS <1, =7,/FS

Odueauxch arges Tdueaux charges

Le béton, I’acier et le bois sont les matériaux les plus largement répandus dans I’industrie de la
construction. Le béton et le bois sont des matériaux offrant une large gamme de possibilité mais
dont les propriétés sont trés variables pour une méme coulée ou encore pour une méme essence
d’arbre en provenance d’une méme forét. Un facteur de sécurité ou coefficient de tenue plus
imposant leur est donc attribué. L’acier est cependant beaucoup plus prévisible que le béton ou le
bois. L’acier le plus souvent rencontré dans le secteur de la construction posseéde les propriétés
suivantes:
o, =350MPa, v =0,30, E=200000MPa, G =77000MPa

A titre d’exemple, la résistance et le module d’¢lasticité de certaines catégories de matériaux sont
présentés ci-dessous.

MATERIAUX o, (MPa) E(MPa)
Fibres de carbone 2000 a 3000 150 000 a 200 000
Fibres de verre 1000 a 2500 50 000
Acier trempé 700 a 1000 200 000
Titane 500 110 000
Acier de construction 350 200 000
Duraluminium (avion ) 350 75 000
Aluminium 70 70 000
Cuivre 55 110 000
Béton (compression ) -20a-100 30 000
Bois de construction 10a20 10 000
Béton (tension ) 2a5 30 000

D’autres propriétés peuvent étre retrouvées a I’annexe B de Mechanics of materials de Beer & Johnston.
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